In een gelkromde ruiwte lunnen ce cen infinitesimale afstand toch al-
tijd schrijven als in een plet vliak e¢r wel geldt in een algemeen rela-
tivistische wircld eexn analoor begrip voor afstand als in de speciale

relativiteitstizcoric:
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(waarbij =z =t dx. = - dx . = - dy die. = h ds  te denken
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In een vlaiize ruimte kun je zo'nm afstandsfunktie ook icteen over cen

eindige afstand invoeren en niet alleen voor infinitesiuale afstand-
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Je
Wel lun je ia cen gekromde n dimensionale ruimte koSrdinater invoeren

(:1 -—————— XL)' 3t:1 je dat maar voor op een golvendgbprervliak, waar
iemand rokbaar millimeterpepier op heeft geplakt. ilaar dan geldt voor

cde afstandsfunktie:

2 < & j =5 . - s
ds = gij dx dx9Y (waarbij we sommeren over de i en de j) (2)
Gaan we nu over op een ander kodrdinutenct-luel (iemand andcrs plakt
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nu het mm papier): 'x =--=- 'x | dan transformecren de dx als:

I

At
g o % xi dx? (sommeer over de j1) (3)
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Is nu in elk punt van die ruimte een grocpje van vier kodrdinaten ge-
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definieerd als funktic van de x dan noemen we het cen koantravarian-
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te vektor wanneer die koordinaten A transformeren bij koordinaten-~

transformatie naar de 'x* als A
> oS
T o« AN 3 (4)
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en zetten we de index boven. Hebben we echter cen stel kodrdinaten ge-

definieerd in elk punt Bi dic transformeren volgens
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B, . g xi B, (merk op dat 2—53 = X, : ) (5)
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dan heten de Bi de komponenten van een kovariante vektor: Ze trans-

formeren net als de —QI . Immers, die worden
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Het produkt van een kovariante en een kontravariante vektor:

i : s .

A Bi (zcsommeerd over i) vormt ven scalar o ; deze blijft in-
variant onder de koordinatentransformaties:
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Zn de A&fgeleide van een scalar: é—% vormt weer een kovariante vektor
(laat dat zelf maar zien). -
Necm nu een grootheid met 3" koordinaten die je steeds in groepjes
van 4 kunt paiken en dus van n indices kunt voorzien waarbij elke
index loopt van 1 - 4 , Wanneer mu bij een koordinatentransformatie
d¢ komponenten bij &&n index steeds kovariant dan wel kontravariant
veranderen, dan heet zo'n ding een tensor (van rang n).
Voorbeeld: n = 2 ; Cij transformeert dan:

2 a'xi ) x‘3 . c® (8)
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a transformeert kontravariant, P kovariant. Je kunt nu cindeloos zelf

tensoren makcen, Tensoren van dezelfde vorm, dus evenveel kovariante en

evenveel kontravariante indices mag je bij elkaar optcllen en aftrek-

ken. Is Ai. cen tensor en BX ook, dan is Ai. B 68k weer cen
j Am . 3 ™

tensor (laat dat zien),

Maak je¢ cen kovariante en een kontravariante index aan eclkaar gelijk

(en dus sommeren!) dan heet dat kontraktie en krijg je weer een ten-

sor: bijvoorbeceld

ij = j 'q v S [ e
A ki(”B K en is wecer een tensor. (9)

Nu iz meteen duidelijk dat de 8 5 in (2) cen kovariante tensor is,

inmers:
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zodat
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Py S A 9 X g.. (dus dubbel kovariant) .
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Maak jc¢ nu van 8 5 (dic je kunt schrijven als cen matrix) de¢ inver-
: ij :
se, dan geven we die aan door g J (we weten nog niet of het een kon-

travariante tensor is) en er geldt:

N . £ =
Epa & ¥ 5 S als axP 0 als s¥ P .
2ij nu pu = gua ax® (een kovariante vektor!), vemenigvuldig met guB:
uwp = ol - P n B
. LT S dx~ = § o X = dax



3.

guB

is cen vektor, wmaar dat kan alleen wanneer een tensor is ( Qed!)

Je kunt nu van ecn lovariante vektor Ai een kontravariante vektor
ij

maken door vérmenigvuldiging met g ; het resultaat gcven we dan aan
door AY

glJ Ai = AY een kontravariante vektor.
in ook gij B = B. . Dit heet het "op en neer halen' van de indices.

: o .
Van de Riemanntensor R maak je eerst een tensor van rang 2 door

Auv
: e .
kontraktie: R o " RAu y daarna haal je A omhoog:
RAﬁ = ng R_, en dat kontraheer je weer tof RAA =R .



