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Algemene sterrenkunde voor tweedejaars

(1972/73)

Hoofdstuk V(1), Hemelmechanica

Inleiding

Doel mechanica is het geven van een beschrijving c.q. verklaring van

de beweging van objecten onder invloed van krachten, Bij de hemel-
mechanica betreft het kosmische objecten: planeten (planetoiden, ko=
meten, meteorciden), satellieten, sterren enz. De kreachten zijn meestal
gravitationeel (niet-gravitationecel bijve. lichtdruk, wrijvings-krachten).
De hemelmechanica is ontstaan uit de behoefte de bewegingen van de pla=-
neten te begrijpen en nog altijd is het zonnestelsel een belangrijk ter-
rein van de hemeimecnanica, zelfs is door de ruirtevaart en het ruimte-
onderzoek (dit is niet onderzoek van de ruimte, maar onderzoeck in de
ruimte met behulp van instrumenten die dear met rcketten - eventueel
ballonnen - gebrachnt zijn) dit onderdeel in belang toegenomen, De he-
mel=mechanica houdt zich echter ook bezig met bewegingen van sterren

en sterrenstelsels.

In dit noofdstuk zal de behandeling vrij elementair zijn, bovendien
zullen ook onderwerpen behandeld worden, Jie strikt genomen niet tot de
hemelmechanica behoren, maar die gezicn de opzet ven dit college sterren-
kunde het best hier hun plaats vinden.

Kort overzicht historische ontwikkeling

De beweging van de zon is in hoofdstuk I al ter sprake gekomen, be-
doeld wordt hier de bewesing van de zon aan de hemclbol ("tussen de
sterren door") in de loop van het jaar (dus niet de dagelijkse beweging).
De plaats van de zon aan de sterrenhemel kan niet direct waargenomen
worden (uitzondering bijv.: tijdens zoneclips, met coronograat, vanuit
de wereldruimte) en moet dus bepaald worden door doorgangstijden door
de meridiaan en middaghoogten van de zon te vergelijken met dergelijke
waarnemingen aan sterren, Nu met reridiaanki jkers, vroeger bijv. met

de gnomon. De zon blijkt cen grote cirkcl aan de hemelbol te beschrijven:
de ecliptica., De snelheid is niet constant en toen men met kijkers ging
waarnemen zag men ook, dat de zon nict altijd dezeltde schi jnbare middel-
1ijn heeft, Na cen siderisch jaar staat de zon weer op dezelfde plazts
tussen de sterren en er ligt een tropisch jaar tussen tweco doorgangen
door het punt Aries (waarom zijn deze/twee nict gelijk aan elkaar en
welk jaar is het kortst?). { T4

b Z,{/ el J YA

Beweging maan

De maan beweegt zich ook langs een grote cirkel, net als de zon van
west naar oost. Deze bewegingrichting tegengesteld aan de richting van
de dagelijkse beweging blijkt in het zonnestelsel de normale richting
te zijn en een zo bewegend hemellichham hcet rechtlopend (direect) in
tegenstelling tot teruglopend (retrograad).
Siderische maand M: tijd tussen opvolgende conjuncties (samenstandoen)
met dezelfde ster. (Lat, sidus = ster)
Synodische maand S: tijd tussen opvolgende volle manen of niecuwe manen
(conjuncties van zon en maan, Gr. synodos = samenkomst)
(Welke is net kleinst M of $?) In kalenders die op de maan zijn geba-
seerd speelt de synodische maand (de schijngestaltenmaand) een rol.
Als de lengte van het siderische jaar B (van earth = aarde) is, dan
geldt:

1 _3_1
M~E <5
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(Bedenk voor de afleiding hiervan, dat de relatieve hocksnclheid gelijk
is zan het verschil ven de hoeksnelheden.) Ue moenbaan vrlt niet samen
met de eclipticcj; zij maken een hoek ven ongeveer 5 . De snijpunten
noemt men de kropen; de knopen van dc i.anb2an lopen langs de ecliptica
terug met een periode van iets minder dan 19 jaar), Bij ruwe beschrij-
ving is de beweging van de maan cenvoudig, maar in detail geconpliceerd,
De precieze beschrijving vcen de beweging van de maan is een ven de
moeilijkste problemen uit de hemelmechonical

Bewegigg_planeEEE

De beweging van de plancten is veel ingewikkelder dan die van de zon en
de mman, die zich beiden neief laten intervreteren =zls een baanbeweging
om de aarde, welke interpretatic in het cne geval w&l en in het -aderc
niet juist is! De planeten bevinden zich altijd evenals de mran dicht
bij de ecliptica, m.2.w. hun breedte (zic hoofdst.I) is 2ltijd gering

cn kan voor een eerstc beschouwing gelijk aan nul pgesteld worden. ‘ic boe
schouwen dus alleen de beweging in de lengtc. Ben rmordel van 18° breedte
(9° aan icdere kant van dc ecliptica) noemt rien Dicrenriem of Zodirk,
hoewel niet alle sterrcenbeclden erin namen von dieren hebben: Ram
Stier, Tweelingen, Krceft, Leeuw, Moagd, VWeegschoal, Schorpioen, Schut-
ter, Steenbok, Waterman en Vissen., Do z,pe tekens ven de Dicrenriom,
wanrvin de astrologen zich bediencn, vallon Lezeve dec preeessic niet
meer samen met de sterrenbeelden; het zijn stukken van precies 30

lengte met dezelfde nomen ~ls de sterrenbeelden te beginnen bij het

punt Ram,

De planeten bevinden zich altijd in de Dierenricm.

a) lercurius en Venus (binnenplancten)

Deze planeten bevinden zich altijd in de buurt van de zon. Als ze ten
oosten van de zon staan (dat is op het noordelijk halfrond links van

de zon) zijn zc enige tijd zichtbaar cls avondster. In het andere geval
zijn ze morgenster oi, als ze vlek bij de zon stean, onzichtbaar, Hier-
onder is voor Venus schematisch de Lengte uitgezet tegen de tijd,

lengte
- Ven%s
. Zon
8
retrograad ;’éif-~conjunctie

- grootste W. elong,

tijd

grootste O, elong

Voor de zon wordt het verband weergegeven door cen bijna rechte 1ijn,
We merken in de grafiek op: het inderdesad stceds in de buurt blijven
van de zon, de momenten von grootste elonpgatic, de ogenblikken van cone
junctie, het recht- en teruglopen, de kortec tijd tussen het verdwijnen
nls avondster en weer verschijnen als morgenster, vergeleken bij do
lange tijd tussen morgen=- en evondster. De verschijnselen herhalen zich
met een periode, die men hier ook de Synodische nocmt, Voor Venus be=-
draagt die gemiddeld 584 dagen, (Een tocvalligheid is, dat 5 synodische
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perioden van Venus ongeveer gelijk zijn aan 8 jaar; dus na 8 jaar her-
halen zich de verschijnselen op/dezelfde datum van het jaar en aan hete
zelfde gedeelte van de hemel, wat niet voor de periode van 584 dagen
het geval is.) Voor Mercurius zijn de verschijnselen in principe de-
zelfde, alleen staat Mercurius altijd zo dicht bij de zon, dat nij

veel moeilijker waarneembaar is dan Venus. Qok is de regelmaat in de
verschijnselen minder groot dan dic bij Venus,

b) De buitenplancten (kn~rs, Jupiter, Saturnus enz.)

Deze planeten blijven nict altijd in de buurt van de zon. Zij kunnen
zclfs tegenover de zon staan, de oppositie, en staan dan om middernacht
aan de zuidhemel. Hi:ronder vindt men hot verband tussen de lengte en
de tijd voor Jupiter en voor de zon. Voor de andere buitenplancten zijn
de verschijnselen analoog,

lengte
e G
5 )
=60° 480 o°
0 L] SR T
tijd
conjunctie
los van de ochtendschemering
reeds midden in de nacht waarneembaar
S O Lacisa tg\ 2
-2 zsggebaan1 ooppositie~s | 4 mnd, (12° achteruit)
jaar ////
verliest zich in de 9 mnd. (45° vooruit)
avondschemering ;
o
22 V
V o
zonnebaan baan Jupiter

De zon loopt sneller don Jupiter cn hoalt Jupiter dus om de zoveol tijd
in. Mcn kan weer van een synodische periode spreken, maar nu ook van
een siderische. Men kon nele door do zolflijn von Jupiter een strakke
gemiddelde lijn trekken on aflezen hoeveol tijd Jupiter gemiddeld nodig
heeft om de hemel &8&n maal rond teo lopeny dat is dan de siderische om-

loopstijd
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We tabelleren nog de synodische en siderische perioden voor de vere
schillende planeten. Men bedenke, dat het gemiddelde waarden zijn,
Voor Venus en Mercurius heeft het begrip siderische periode op dit
moment voor ons nog geen betekenis.

- : (@)

P (syn. ) S (sid,)
Mercurius . 116 884
Venus 584d ! 225d
Mars 780d 687d
Jupiter 399% 11, 862"
Saturnus 378d 29,458a

Houden we rekening met het feit, dat de breedte niet precies gclijk
aan 0~ is en bovendien varieert, dan blijken de planeten veel~l een
lusbeweging uit te voeren,

é*"“""%bpositie, halverwege het

teruglopende deel van de baan

N.B, Deze lusbeweging is te vergelijken met de schijnbare beweging
van de sterren, zoals die ontstaat door superpositie van de paral-
lactische verschuiving op de eigenbeweging. Ook bij de planeten is
de afstand uit de grootte van de lus te bepalen,

De beweging van de planeten is dus nogal gecompliceerd, bovendien
komt er nog de dagelﬁjks% beweging bij (rotatic van de hemclbol om
de hemelas in cae. 23 56 ). ¥ij weten nu, dat de oorzaak hiervan is,
dat wij de beweging van de planeten niet bekijken vonuit een vost
punt, maar vanaf cen aarde die 2en bran om de zon beschrijft (revo-
lutie) en bovendien om zijn as drnait (rototie). Aristerchus van

Samos (310-230 ve Chr,) lcerde dit reeds, m~nr werd danrom van godde-

loosheid beschuldigd. Hipparchus (2de eceuw voor Chr.) vond de epi=-
cykeltheoric uit, die later nog werd uitgewerkt door Ptolemcus (2de
eeuw na Car,.,) en door hcem beschreven is zijn beroemde astronomische
handboek Megalé syntaxis tés astromias (Grote verhnndeling over de
sterrenkunde), dnt door omns ~1tijd de Almngest wordt genoemd, daar
het het eerst tot ons is gekomen vin Arabischc vertrlingen. Het werk,
bestrnnde uit 13 boeken, is in zijn geheel bewnnrd gebleven cn vormt
een compleet compendium von de anticke astronomie,

In de epicykeltheoric wordt de planctenbeweging opgebouwd gedacht
uit twee cirkelbewegingen = cen gedachte dic voor ons, dic gcwend
zijn bewegingen te ontleden en cen heen en wecrgannde beweging te
zien ~1ls de projectie v n cen cirkclbeweging, misschien voor de h~nd
ligt, maar voor die tijd toch nls een uitzonderlijke intellectuecle
prestatie k-n gelden,

#) Niet juist: theorie 3e eeuw v. Chr. ontstaan!

Y
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De plancet loopt 1rngs cen epicykel (= opcirkel), terwijl het middele

punt von de epicykel I~ngs de deferent (= drangeirkel) loopt. Voor een
binnenplaneet was de situatic iets nnders d-n voor cen buitenplancet,

Nele wat betreft de invloed die de positie van de zon neeft (zie daar-
voor de figuur),

\
///,~—“‘\\w\§aan /,)Tldggenpla

Aarde /
Olae alan ik

1cykey

7 /
ﬁéferent ////// //Aeferent
e

De zon en de maan beschreven gewoon cirkels om de aarde,
Niet-eenparige bewegingen konden verkl~~rd worden door sommige cirkels
(bijvoorbeeld dic van de zon cxcentrisch te nemen), Om de wanrgenomen
bewegingen beter te kunnen verklaren zouden de Arabieren tweede- on
hogere erde epicykecls hebben ingevoerd (icts wat te vergelijken zou
zijn met onze harmonische analyse), volgens modernc "astrohistorici'
is deze bewering echter slecht gefundcerd! W81 is cen feit, dat men
op grond van de filosofie van Plato cirkel en bol als iderle figuren
beschouwde en meende, dat danrom de hemcllichnmen bolvormig moesten
zijn en eenparige cirkelbewegingen (of cen s~menstelling daarvan)
moesten uitvoeren.

De Grieken waren nict zulke begaafde woarnemers (wel grote meetkundi-
gen), maar door de veroveringen van Alex~nder de Grote (356-323 v,
Chr,) maakten zij kennis met de ecuwenlnnge waarnemingsrceksen van de
Babyloniérs, die zij voor hun theoricdn gebruikten.(Ook met de Baby-
lonische astrologie!)

Copernicus (1473-1543) nernanide de stap, dic Aristarchus ecen kleine
2000 jnar véér hem had gecdnnn en zette de zon in het middelpunt, lict
de plancten inclusief de aarde daaromheen draaien en liet de anrde om
zijn as draaien. In cen paar stappen kan men de overgmng von Ptolemcus'
stelsel naar dat van Copernicus m~ken, wanruit blijkt dnt zc wnt net
beschrijven van de verschinsclen gelijkwnardig zijn. Het stelsel van
Copernicus heeft dern het voordeel van do grotere cenvoud, welke cen—

mige detnils toch nog epicykels gebruikte, Hicrdoor verloor zijn theoric
aan evertuigingskracht; net duurde dan ook nog minstens ecn ecuw

voor Copernicus' idecedn vrij nlgemeen ingang (~lthans onder de astroe

nomen) hadden gevonden, Het boek van Copornicus, De Revolutionibus Ope

bium Celestium, verschren nn #1jn dood in 154% en stond op de Tndox

van 1616 tot 1822,
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In net stelsel van Copernicus zijn de siderischce omloopstijden de echte
omloopstijden om dc zon, Nu kunnen we pos goed over de siderische om-
loopstijden vion de binncnploncten sprekens

Het verboand tussen de synodische periode 8 on de siderische omloops-
tijden van de planect con de 2nrde reep, P on i, is voor een binnenypla-

neet ~nders dnn voor cen buitcnplanecet:

a) Voor binncnplnncet: 1 _ 1 1
S
b) Voor buitenplancet: 1 _ 1 1
STE TP

Decze relatic moet men gobruiken om de siderische omloopstijd te borc-
kenen uit de synodische; deze laatste kon men neole dlrect uit de wrnr-
nemingen afleidene %o bep:alde Kepler het Mnrsjaar!

Gnlilei (1564-1642) mnakt in 1609 cen verrekijker, wonrmee hij ontdoke

kingen doet, die Copernicus steuncn, 0.:..:

bergon op de mann - de maon leek dus op de aarde en de aarde was dus
"helemaal niet zo uitzonderlijk -ls moen meende en zou dus net nils
de maan best kunnen bewegen,

de satellieten vin Jupiter = hij zag ecn minintuur zonnestelsel voor
ogen,

rot, zon£¥350hijngostnlten van Venus - niet te verklaren rict Ptolemous,

Bekend is zijn strijd met de R.Ke kerk on het verbod, dat hij opgelegd

kreceg, zich verder mect nstronoric bezig tc houden. Oh het gebicd der

mechanicn heeft hij evoenwel nog bel-ngrijk werk ned"”n (v\lbewoglng,

wet von de trongheid).

Tycho Brerhe

Tycho Brahe (1546-1602), Deens edelmrn, was cen groot wrarnemer; hij
gebruikte nog geen kijkers, nnor vizicrinrichtingen, Hij bereikte cen
~uwkcurigheid yam 1' (= oplossend vormogen von het meonselijk oog). /beter dan

Zijn muurkwndront wns cen voorloper von de meridinanekijker. Derat
werkte hij op een eil-ndje in de Sont, w-~r hij zijn sterrenw chten
Uranicnborg en Stjerncborg bouwde, Later wvestigde hij zich in Praag,

ar Johnnnes Kepler hem gedurende zijn lnatste levensjoren nssistcerde
met het uitwerken van zijn wn-rnemingen, Tycho verwierp het Coperni-
cannse stelsel omdnt hij geen parnlli-ctische bewvering v-n de sterren
had wrargenomen., Hij hnd cen eigen stelsel met de nirde in het coentrym;
de zon dranide om de airde en de ploncten weer om de Zone

Kepler

Tycho's wetenschnppelijke erfenis werd overgenomen door Johannes Kepler
(1571 = 1630), Dcze stelde zich op Copernicnans stondpunt en beron de
cnanvorm der plrneten n-ouwkeurig te beprlien uit de vwnarnemingen van
Tycho; hij nnm dnarvoor Mors., (Deze heeft con sterkerc excentriciteit
don de anderen, behnlve de moeilijk wanrncembore Mercuriuse. Het wnas cen
gelukkig toevnl, dat hij juist Mors nom,)
Kepler bepanlde de ~fstonden aon de hemel door van twee verschillende
pleatsen uit een zeifde object worr te nemene Hij mo~kte gebruik van de
oppositices vnn Mars, o .dat op det omenblik de stond van Mers niet wlleon
bekend is kijkende vanaf de Arrde, po-~r ook vrnult de richting der Zon.

De oppositiedata gaven de synodische periode en met behulp van boven-
staande formule beperalde hij daaruit de siderische omloopstijd (net
Marsjaar'),



1 Marsjoar = 1,88 jear,

Voorcerst bepnnlde Kepler nnuwkeurig

de vern der nardbaan.

1) Hij bepnrlde nruwkeurig de ogen-

. blikken der opeenvolgende oppo-

sities. Hij vond, dnt de bogcn langs

de eclipticn soms groter, soms Klei-

ner oron,

2) Op d2zc manicr kon hij de gehele
heliocentrische longte von Mars

(C') door interpolatie bepalen.

3) Hij kende op ¢lk ogenblik de¢ riche
ting naar de %on, dus ook de helioe

centrische lengte vin de Aarde (door

interpolatie).

L) Hieruit volgt de bann von de
aarde. Donrtoe vergelijkt hij tel-

kens twee wnarnemingen, 1 Marsjaar

uit eclkear, uitgannde vnn cen oppo-

sities Dnn bevindt de aarde zich rese

pectievelijk in de stnnden A, en AZ'

We letten op AZMA,, Hierin zfjn be=

kend de hocken Mzi en 2A_M, Dus is

ook Zh, uit te druﬁkcn in~ZM,

Na nog een Marsjanr is de Aarde in

A,. Ve kunnen de redencring herhalen

cg ZA, uitdrukken in ZM, Bvenzo ZA4

in 2M7 cnz,

We kunnen dus zo de vorm vin de aarde

bacn vinden (op de cenheid na) en de

snelheid ven de narde in de baan.

Hij vond, 4~t de anrbann cen cirkel

is (in de benadering, winrmec hij

werken kon), waarin de zon excentrisch stact.

Tevens vond hij, dat op dat gedeclte, waar de 7

afstand Aarde-Zon het grootst was, de snel=- /ware 20

heid het kleinst wos,; en omgekeerd. Dus (*;a;“”a”“
\ QD

snelheid(:)1/r, altnans voor perihelium en aphelium.
Hieruit volgt de Perkenvet (Ig.

5) Hij bepaalde nu de baan
vay llars. Daartoc verge-
leek hij twee wanrnemingen,
1 aardjaar uit elkaar, We
gann uit von de oppositie
ZAM, o Na een nardjaar is Mars
in ﬂ o« We letten op driechock
AZM,, Daarin zijn bekend
AAZﬁa en AZAM, (vegle 2 60 %)
Dus kunnen we ook nu weer bee=
polen de verhouding: ZME/ZA.
Nog cen nardjonr verder is
Mars in M..
Uit AAZM3’volgt don: ZM,/ZA.
Voor cen”nnntnl plantsch vine
den we 2o de¢ wnarde van de
vocrstranl tot de zon in As-
tronomische Ecnhedeno
De baan van lMars leeck ook op
2on excentrische cirkel. Toch
kloptc het niet helomaal: ep
wns cen systematische af-
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wijking tot & ten opzichte ven de waargenomen standen., Hij vond, dat
in bepazlde delen de middellijn te klein, in ~ndere te groot was, la
eindcloos proberen en door ecn gelukkige intuitie vond hij, dat net

ecen ellips was. (Ellipsen waren reeds bestudeerd door Apollonius,.) De
afplatting vaen de ellipsbaan van Mars was = (a-b/a = 0,004 (= 1/23%0),
Voor de aardbaan, die ook een eliips is, is deze: 1/7000. Deze kon hij
niet vinden, omdat de nauwkeurigneid ven de metingen nict groot genoeg
was, ,

Hieruit volgde zijn tweede wet (II):

Planctenbanen zijn ellipsen, de Zon staat in het brandpunt.

In zijn "Astronomia Nova'" heeft hij zijn ontdckkingen beschreven. Later
heeft hij daaruit ephemeriden samengesteld, om vooruit te voorspellen,
welke stand de planeten innemen,

Verder heeft hij gezocht naar het verband tussen omloopstijden en af-
stand tot de Zon,

In 1615 publiceerde hij "Harmonice Mundi'", waarin hij na veel probecer=-
sels vond:s (III)

]

Ta(:)a3 a = gemiddelde afstand tot de Zon
gemiddelde ve. grootste en
kleinste afstand tot de Zon

> = halve lange as,
Hij vond voor a’ (als eenheid voor a cn T de waarden nemend die voor

'
i

T2
de Aarde golden):
voor Saturnus = 0,991 vocr Aarde = 1,000
voor Jupiter = 0,999 voor Venus = 1,003
voor Mars = 1,001 voor Hercurius = 1,007

Newton

Isaac Newton (1642-1721), de grondlegger ven de moderne mechanica en
hemelmechanica, kon voortbouwen op het werk ven voorgonpgers, Galiled

hebben we reeds genoemd, Huygens (1629-1695, dus cen jongcre tijdge—

nooE van Newton) had reeds gevonden: middelpuntzoekende versnelling =
ZV/I‘.

Uit de wetten von Kepler leidt Newton de gravitaticwet af:

1o Uit de perkenwet volgt: de krachten zijn centraal.

Dit kan op elementaire manier worden ingezien.

A

In een korte tijd &t bewcegt con planect A pasr B,

Zou cor geen kracht werken, dan zou hij nn nog coen tijd 4t in C zijn
aangekomen, zodrnig dat BC = AB, Dun is dus opn. AZBC = opp. LZAB,
De snelhecid is cchter zodanig gewijzigd, dot de plancet niet in C,
maar in D is terechtgekomen. Uit de perkenwet volgt dat opp. AZBD =
= oppe. AZAB, Dus is oppe. AZBD = opp. L4BC con dus is CD // 4B,
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Er neeft dus een versnclling in de richting BD'//CD gewerkt en die is
inderdzad op 'de¢ Zon gerichte.

2. Uit het feit, dat de bznén ellipsvormig zijn m:t de zon in het brand-
punt kon hij aflciden, dat de kracht in de baan omgekeerd cvenrcedig is
met r~. Deze afleiding is wat lastiger 2n goven wo hicr niete

%o Uit de harmonische wet volgt dat de versncliing = C/r , waarbij C
voor alle plancten dezelfde waarde hecft, Voor cirkelbanen is dec af-
leiding cenvoudige. Vergelijk twee plencten, De middelpuntzoekende vere
snellingen zijn:

V2/R en va/r
Nu is: V=2nR/T en v =2 R/t
D¢ versnellingen zijn dus: b on/1° en T r/t2
Harmonischs wot: T2 = cR3 en t2 cr3

Dus de versnelling-n zijn:v4n2/cR

2 2
= C/R2 en Ly /cr'2 = C/xr
2
als C = 4 n°/c.
Daar kracht = massa x versncelling volgt hieruit voor de krachten:

CN/R2 &n Cm/r2°

De aantrekkingskrochten zijn dus cvenrcdig met de massa's van de pla-
neten. Ben gencralisatic is, dat ze ook evenredig mct de massa van de
zon zijn. Door de vorsnelling van de mamnn te vergelijken met die van
een steen bij het aardoppervink, blijkt daar dezelfde wet te gelden,
Zo heeft Newton de gravitctiewet inductief (vonuit net bijzondere naar
het algemene geval) afgeleid. Dacrna k-n rmet hchulp van deze wet en
de andore wetten van do mechanica de hemelmiochahica deducticef opge-
bouwd worden. Grote matnematici (o.z. Laplace, Lagrenge, Poincaré)
hebben hieraan mcegewerkt. Zo is de mathomotische fysica ontstoanne.
Wij zullen nu cecerst cens bekijken wat voor algemene wetten gelden
voor ecen systeem van massa's, die zich bewoegen onder invlioed van de
wcderzijdse gravitatiekrachten., Duarna gaan wij over naar eenvoudiger
systemen (2 en 3 massa's) om tc zicn of we den van de bewegingen ecn
gedetailleerder beschrijving kunnen geven, Tenslotte komen we dan
weer bij systemen met veel massa's: plénctenstelsel on stersystemen,

Alg=zmene beschouwingen over een systecor: van puntmassa's, dice zich
bewegen in elkaars gravitcticveld

Realiseerbaarheid van puntmossa's

Het 1ijkt misschien een cenorme beperking, dat de gravitaticwet strikt
genomen alleen geldt voor puntvormige massa‘s, Mon kan evenwel bewijzen,
dat men de massa vin ecn homogene bolvormige massa in het middelpunt
geconcentreerd kan denken. Do bolvormige masso hoeft niet cens homoe-
geen te zijn: het is voldocnde ols de dichtheid cen functie van alicen
moar de afstand tot het middelpunt ise (Ben nict roterende ster is
ongeveer zo opgebouwd.) Het bewijs zullen wij hicr niet gevens; men
bewijst ecerst, dat mon de massa von cen oncindig dunne homogune bol=
schaal in het centrum peconcentrcerd kan denken. Ben dergelijke bole-
schaal oefent géén kracnt uit op cen crbinnen selegen massapunt. (Bij
het opstellen van de vergelijking van het hydrostatisch evenuvicht in
een ster maakt men hicrven gebruik.) Als cen massa nict bolvormipg is,
dan kan men als men zich op ocn grote ~fstond bevindt Zgroot to0ev,e de
afmetingen van het lichn&m), de massa jgeconcentroerd denken in het
zwaartepunt. Veelnl kon men dus doon ~lsof men wet puntmassa's te
maken heeft., Er zijn cchter ook uitzonderingen: bijv,.de bcwoginé

van de maan in het gravitaticveld van de afneoplatte narde,
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Eerst berckenen we de componenten van de kracht Fy die ccon massa m
] my uitoefent. Als L de afstond van de beide massapunten is, dan
is:

i 2 : , .
F = Gmamg/T5qe - < m
De rechthoekige coordinaten van /41
m, en m, mogen (x 3y1,z1) en L
(x2'y2’22) zijn. Als we m, in de ‘ 2 & 1
oorsprong denken, dan zijn de B :
coordinaten ven m, LN F )
(x1-x2,y1-y2,z1-z2). 7 /// PR : -
Uit de figuur lezen we afs s Z m :
N . o 2
F/E = (xq=x5)/154 —~ x 2 3
=i - X
= = (x, x1)/r21.
Met behulp van de hierboven geschreven uitdrukking voor F vinden we:
: . 9
F, = = Guym, (x2 - x1)/r21°
D¢ totale kracht op my, tegeve alle andere massa's is?
s n X5 = X
4 = a 2.k
‘Q\ MoXs = L oy 3
= er
Algemcen: . x, x,
m¥X;, = ~ ¥ Gra my g (i = 1gss s1)
=1 :
ik

Analoog voor y en Z.

Dit is cen stolscel van 3n gewene differeonticalvergelijkingen vam de
2de orde, Voor de cplossing zijn 6n intoenr-:tics nodig, waarbij dus 6n
integraticeconstanten ingevoerd worden, dic cventucel nangepast kunnen
worden aan de volgende 6n beginvoorwaarden:

i

Coordin~ten voor t = O: xi(u), yi(O), zi(O) (4 = 1,0000n)

Snelheden voor t = 03 %.(0), 5.(0), %,(0) (i = 1,400.sn)
1 a8 1 ?

Fen integraal ven het stelsel differcntiaalvergelijkingen is cen betrek-
king tussen de coordinaten van het stelscl, sommige afgeleiden ¢n cvens
tucel de tijde. Voor dit stolsel bestaan 10 dergelijke betrckkingen: de
10 bewegingsintegralene

Allereerst zijn er de 6 zwaartepuntsintepgralen, Daar X mixi = 0 &

Smx, = @
14 X

Smx, =@t + B
it ¥ x

Samen met de analoge relaties voor y cn z zijn dit 6 integralen.
Daar voor het zwaartepunt Z geldt:
- O 3
X = m,X, A Ona e
- g 1/ m; €1 analoog voor Yy en Zg,

stant hier, dat het zwaartepunt zich cenparig rechtlijnig beweegts
Daar er geen uitwendige krachten op het stelsel werken is het impuls-
moment constant. Voor de % componsntoen geeft dit 3 integralen,
De 10de integraal is de g¢noersicintegraanl: de som von de kinetische
en de potenticle encrgi is constant,.
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Voorbecld: Om het 3 lichamenproblcem op te losscn zijn er 6 x 3 = 18
integraties nodig; or grond van bovenstaande beschouuving wordt dit
a2antal dus teruggebracht tot 8!

Viriaaltheorema
Als n lichamen bij hun beweging steeds in 88n volume blijven geldt voor
het tijdgemiddelde van de kinetische c¢n van de potentiele cnergies

E . =+%E (viriaaltheorema)
kin pot
Het bewijs zullen we hier niet leveren (zie nfdst. V(2)),
Danr Etotaal = Ekin + Lpot = mkin + Epot (daar Etotaal = conste.),

hebben we ook:

E, ., ==-E_. =3+E% .,

tot kin % pot

We zullen zien, dat we dit theorema kunnen gebruiken opm de massa's von
sterrenhopen te schatten; men denke evenwel goed aan de beperkende voor-
wiarde! Vrocger is dit theorema al op het inwendige van een ster toege-
past met als verrassend rcsultaat, dat door uitstraling van energic ccn
ster hcter wordt (zie nhfdst. II).
Algemenere vorm van de 3de wet van Kepler

4
Door substitutie van een nicuwe lcengte- en van een nieuwe tijdsecnheid
in de algemene bewegingsvergelijkingen kon men eenvoudig verifieren,
dat men zich gelijkvoraige deeltjessystemen kan denken, waarin de kwoe
draten van de tijden dic nodig zijn om correspcndercende trajecten af te
leggen, cvenredig zijn met de derde machten ven de afmetingene

Tweelichamenprobleem

Het eenvoudigste problecm: de beweging veon %én decltje in cen coentraal
krachtenveld zullen ve niet behandelen omdat het mathematisch practisch
equivalent is aan het twecdeeltjesproblcem. Dit is streng oplosbaar. Cm
dit probleem tc behandelen schrijven we de bewegingsvergelijkingen in
veectorvorm:

De Zn ~lgemenc bewegingsversgelijkingen zijn equivalent aan het volgende
stelsel van n vectorvergelijkingen:
‘—-’

£ 5 - T
= m & Gr.m s
miri = k:1 ami'ﬂk 3 (1 = 1’--oon)
b o
ik
Als n = 2 worden dit du§+de volgende 2 vergelijkingen:
nlﬁ? = = Gm,m E;————:%
171 12 .
12
ot T, - T,
- " ; _”gv 1
My, = Gm2m1 3
¥21
Stel nu m, = M (bijv. de mossa van de zon) en m. = m (bijve. planeet) cn

beschouw Ae positie vin m te.o.ve }Mj; deze kan beSchreven worden met de
vector

=T, -7,
De vergelijkingen worden nu:
25 -
I'1 = = Gm --3-
I x (hierbij is dus ook door M resp. m gedeeld)
= -
ry = GM 3

r
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N 4 ) o0 ! P
Aftrekken geeft: W+ mr
: E o (O Pl
)

e15

r
Dit is dus in feite een stelsel ven drie gewcne differentiaslvergelijkingen
var de 2de orde; het stelsel zz2l blijken oplosbaar te zijn.
Vermenigvuldigen we links en recnts vectorieel met-?, dan krijgen we, daar

>
T x T = 0 (strikt genomen 0):

I
rxr=20
Daar:
d - % I I - T
F (rx?)=x?T+rxr=rxr
volgt hieruit
)
r X r = constant = N

o
. 1 - =P
Dasr het impulsmoment van m te.o.ve M geschreven kan worden els mr:c?ﬂ
staat hier dus de wet ven behoud van imvulsmoment,
=D .
N is de impulsmomentvector per eenheid van massa,

Het bovenstaande kan in verband worden gebracht met de perkenwet van Kepler:

als dF net oppervliak is, dat de voerstraal in de tijd dt bestrijkt, dan heb-

ben we (zie figuur):

dF = %‘? x d?' v ' =
en dus: v
%% =3} Tz < 2= AN = constant,

Het per tijdseenheid bestreken perk is dus constant: de perkenwet.
K = constant betekent verder, dat het vlak door ¥ en‘? niet verandert,
me&,Ws de beweging van m vindt plaats in &&n plat vlak.,
Nu gaan we de vorm van de baan afleiden. Daartoe vermenigvuldigen we het
linker- en het rechterlid van de bewegingsvergelijking vectorieel met.ﬁ:
Paleoabine, VW
r

Nu maken we gebruik van de voldende rekenregel uit de vectoralgebra:

ax (B x3) =DED - BED,

—p -
bedenken ons, dat: N =7 x iﬂ

dat: PR = ri é
d ?) I‘;" = f‘r
en verder dat: EE(; =5
r
oo - in d
#ij vinden dan: ?x N= G + m)g~ &
dt r
S ® ey ELT
Integratie geeft ¢ r x N =G(M + m) -+ L

=D
waarin L een integratieconstante is.
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Vermenigvuldig nu beide leden scalair met T%
[4 —
P, (@x W = GM + m) r + oL,

il

Met de rekenregel:

2.3 x3) =2.@xD)

vinden we voor het linkerlid:
e Q o a
2.@xM =T, %P =NT =N

-
Als verder o de hock is tussen de vaste richting L en en plaatsvector ?,

dan is:
'x'-.f = rL cos n9’
Dan vinden we:
N2 = G(M +m) r + rL cosn?’
N2
of: r =
GM + m) + L cosap
O N%/GGM 4 m)
1 % {L/G(M & m)} cosnd
- S 0. J
1 + e cosal
als: P. & N%/G(H + m)
ens e = L/G(M + m)

De baanvergelijking wordt dus:

P o b
1 + e cos.
Dit is de vergelijking van een kegelsnede in poolcoordinaten. De
waarde van e bepaalt of de kegelsnede cen cirkel, ellips, parabool
of hyverbool is, Zie volgende overzicht, waarin ook de relaties met
halve lange as, halve korte as enz. zijn aangegeven,

cirkel ellips parabool hyperbool
excentyiciteit el O <1 1 >4
parameter* p| a a(1-e2) p a(e®=1)
halve lange as a a a - a
halve korte as b a a 1—e2 - a\/ g™ =1
pericentrumafstand rp| @ a(1-e) p/2 ale=1)
apocentrumafstand rp a a(1+e) a e

Wij kunnen nu voor het gevel van een ellipsbaan de 3de wet van Kepler
afleiden (voor een cirkelbaan is dat reeds in hoofdstuk I gedaan) @

p = Na/ﬁ(h + m) *) NoBe In de wiskunde is de pnrameter
ven een kegolsnede iets anders sedefli-
nieerd, n.l., #Ls de koorde door i

2 Ne Loodrecht op de as.

1-e” = E“G2H+m5

p = a (1-02)

Hieruit volgt:
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Als de omloopstijd T is, hebben we:

T x oppervliaktesnclheid = opp. ellips ?/"
oo
T x % = mab = maa 1-e2
Kwadrateren: T-N° _ n234 (1-62) = 12 aoN°
L - B G(M+m)

7o &Efv a°>  (vgl. hoofdstuk I)
= G(Nem) e '
Hiermee is dus de 3de wet van Kepler (Tz (3) a3) afgeleid. Daar in het
zonnestelsel m << M is de evenredigheidsconstante gelijk aan 4 2/GM
en dus inderdaad voor alle planeten dezelfde, Strikt genomen speelt de
massa van de planeet echter een geringe rol (scheelt bij Jupiter 1 peme).

Wij hebben de baan ® (t) berckend van de massa m teoosve Mo In werkelijke
heid beschrijven beide lichamen gelijkvormige banen t.o.ve. het gemeen=-
schappelijk zuwaartepunt Z, 2ijn de plaatsvectoren van M en m teo.ve %
respe Iy en r ., dan geldt:

m

- m

Ty = = figm 77

~ Moo
r = —— L'
m Li+m

Als m << M (planecet teqve Zon) dan:
._-.)

ry ~ O (Zon blijft op zijn plaats t.o.v. 2),
A

De spelheid v van m t.o.v. M op een afstand r wordt gegeven door:
2 - g 2 _ 1
ve o= GGHm) (5 - =),

waarin a de halve lange as is. De vergeljjking volgt uit de encrgie-

vergelijking:
Ekin + Epot = const,.
Eerst rekenen we E, . uit:
kin
1 2 1 ... 2
Bpan =3 ™y + 3 My

waarin v_ en v, de snelheden van m en M t,0.v. het zwaartepunt zijn,
dat we in rust denken,
Dan is:

M
vm Mim v
v T
M~ Mqm V°
H' o L} :
ieruit volgt . 1 mM > ‘ )
kin 2 M+m

Verder: P
E S GI\Am
pot r



GMm
De totale energie is = Sa ° e zullen dit bewijzen voor een ellips-

baan door deze totale ongrgle te berekenen voor het moment dat m in
het pericentrum P,

Vp is de snelheid

van m te0.ve M,

Dan is:
Etot = I"'kin ¥ Epot =
~ 1 Mm_ w z GMm
= em oo r = e
2 M+m Ip
Uit de eigenschappen van de ellips volgt (zie ook tabel op blz. V, 13):
=a(1—.
rP e

De snelheid Vi, berekenen we met behulp van de vnr39113k1ng voor de
perksnelheid (blz. V.12)

N
dat ~ 2
In het punt P is:
aF _1rv
at 2 PP
Dus: Vi = N/rP = N/a(1-e)
Op blz. V.13 zZagen we recds: >
2 N
== T &tmm)
en dus: -
N = a(1-e®) GQi4m),
wacruit volgt: 2 N° _ (1+e)G(M4+m)

P a%(1=e)? B a(1-c)

Substitutie van w & en r_ in de vergelijking voor Etot geeft dan:

P P
_ _ Glin
tot 7 2a
In ieder punt van de baan geldt dus:
1M vo_ @im _ _ Glim
2 WM r 2a
waaruit volgt: >

v© = G(M+m) (% - %)

Voor een parabool cn ccn hyperboolbaan geldt de vergelijking ooke In
die gevallen is a resp, onecindig en negatief,

Omgekeerd kunnen we de vergelijking gebruiken om a te berekenen uit
r en v, Interessant 1s4ge richting van v geen rol speelt!

HaD)

>
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Parabolische en cirkelsnelheid

s e v e e OB US ) b e G0 e L 63 @3 @D ED @0 B3 9 G G0 @ S B3 @D G @D

De baan is een parabool voor 1/a = O, Voor de parabolische of ontsnape-
pingssnelheid v _ geldt dus:
e ' VR T
A QVéG(M+m}T (e = escape)
Als de baan een cirkel is, is a = r cn geldt:
v, =}/G(M4m) /2
Dus Vg & Vo fVé
Speciaal interessant zijn de gevallen:
1¢ M = massa aarde, r = aardstraal, m << M:
v, = 8 km/sec
v, = 11.2 km/sec
2o M = massa Zon, r = straal aardbaan, m << M:
v, = 30 km/sec =~ baansnelheid aarde
v, = 42 km/sec =~ snelheid meteorieten

Als v loodrecht r hebben we afhankelijk van de waarde van v de volgende
mogelijkheden:

rechte lijn

N
N - - — Uy

V= D

hyperbool

parabool

Ue < U<

CO @D < W oN on 23 ©D e O9 @O =0 CW D @9 E» = 62 B @@ e on oo o0 = G0 @ @B ws e

Bij het 2 lichamenproblcem zijn er dus 6 x 2 = 12 integraticconstanten:
bijve 6 voor de zon en 6 voor de planeet. Dat zien we ook aan de vere
gelijking voor de beweging vgn de plianeet t.g.v. de zZon, die we op

V, 11 en 12 hebben afgeleid T = = G(M+m) B/r’, die aanleiding gecft
tot 6 integratieconstanten voor de planeet, Dit kunnen coordinaten en
snelheidscomponenten voor t = o zijn, maar ook de 6 elementen van de
planctenbcane. Deze zijn:
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Lengte van de klimmende knoop Q

Helling van het baanvlak i

Periheliumhoek w '

Halve lange as a -

Excentriciteit e

Epoche E of tijd van een perihelium doorgang.

A1 W
N e N N N

Soms wordt nog toegevoegd:

7. Periode,
Deze kan evenwel als M en m bekend zijn uit a berekend worden,

[ /gamvjd/é\

1) en 2) bepalen de ligging van het baanvlak t,0.ve het eclipticaviak.

3), 4) en Sg bepalen de ligging en grootte van de baan in het baanviak.
I.peve @ geeft men vaak W = 3t 4+ ) de z.g. "lengte" van het perihelium,
6) Geeft voor een willckeurig tijdstip de plaats in de baan.

0 @9 e en es wo

Het probleem van de baanbepaling is uit een aantal waarnemingen de ele-
menten te berekenen. Daar er dus 6 onbekenden zijn, zijn waarnemingen van
o en § voor 3 tijdstippen t,, t, en t, voldoende. Het probleem kan dan
als volgt geformuleerd worden: Zoek dg ellips met de zon in het brand-
punt die door de 3 richtingen vanuit de aarde wordt gesneden en wel zo-
danig dat een plenect zich op de gegeven tijdstippen in de 3 snijpunten
kan bevinden.

Het probleem is zo ingewikkeld, dat slechts een iteratieve oplossing
mogelijk is., Het hoofdprobleem is de geocentrische afst~nnd van de pla-~
neet te vinden; de rest is dan eenvoudig. Laten we om dit duidelijk te maken
veronderstellen dat de baan cirkelvormig is (met de zon in het middel-
punt). Dan is dus e = o en w heeft geen betckenis mecr (er is geen peri-
helium), Er blijven dus 4 clementen over, die demove 2 waarnemingen*voor
de tijdstippen t1 cn t2 bepaald kunnen worden.
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De positise van de aarde vouor t1'en t, 2zijn bekend: E, en E,, De waar-
nemingen bepalen 2 lijnen E, L, 'en E,"L, waar de plancet zicCh op t, en
t2 op bevonden moet hebben, Neem nu éens een waarde voor de afstan

E P1 aan., Dan is de plaats van de plancet dus bepaald en daarmee ook
831. Daar SP, = SP, is nu ook de plaats P, vastgelegd. De baanstraal
SP, legt evenwel de omloopstijd vast en hiermee kunnen we uitrekenen
over welke hoek de verbindingslijn zon=planeet in de tijd t, - t1 ge=
draaid ise. Deze hoek moet gelijk zijn aan hoek P, SP_; als éat niet zo
is, is de aangenomen afstand E, P, fout en moeten we“een nieuwe poging
wagene Doen we dit verstandig, dan naderen we snel naar de goede ope
lossing.

Als de baan geen cirkel is, maar cen ellips, geeft deze methode geen
nauwkeurige uitkomsten., Toch wordt de manier werkelijk gebruikt voor
een grove voorspelling van de beweging van een pas ontdekte planetoide
voor de komende weken, ;

De bepaling van ecn ellipsbaan vereist dus 3 waarnemingen. Bij de
methode van Gauss worden nu de afstanden E P1 en E3 P_ als onbekenden
beschouwd, die dem.ve een iteratieve metn03e worden opgelost. We nemen
dus waarden aan voor E, P, en E3 P, , waardoor de plaatsen P, en P3
zijn vastgelegd. Hiermede is de heée baan vastgelegd. Weliswaar is”een
ellips niet bepaald door 2 punten en een brandpunt, maar de voorwaarde
dat de planeet zich in een tijdinterval t, = t1 verplaatst moet hebben
van P, naar P, levert een extra gegeven og. Voor de gevonden baan kunnen
we nu de plaaés P2 voor t, berekenen, Bij voorkeur kiest men t, tussen
t, en t, in (interpoleren geeft een nauwkeuriger resultaat dan extrapom

1 y {2 r S _ N 8
leren!)? Ook kan men de positie aan de hemel berekenen a, en Y. Verge-~

lijking van deze berekende waorden met de waargenomen waarden van ¥, en
levert 2 voorwaarden op, waarmedc men E1 P, en E, P, kan verbeteFen.
Mén heeft vergelijkingen opgesteld die, hoewei ingeéikéeld, een snellere
oplossing mogelijk maken dan wanneer het alleen maar een kwestie van
proberen wase
Kometen bewegen veelal in ongevecr parnbolische banen, dan blijven er
dus 5 elementen over (1/a = 0) en heeft men dus voldoende aan 2% waare
nemirg, bijve 019 611 o, %, 63'
Vroeger kostte een baan%epa%ing een geroutineerde reckenaar soms wel 2
dagen,
De zo gevonden baan is ook nog maar voorlopig, ' aanpassing van de
elementen aan de waarnemingen over een lange tijd geeft een definitieve
baan.

Efemeriden

De efemeride (eige efcmeris) van een planeet is een lijst van coordie
naten (& 0 of A, B) voor opeenvolgende tijdstippen (mcestal dagen),
zoals men die in de astronomische jaarboeken kan vinden. Het woord
efemeride wordt ook voor zo'nm astronomische almanak gebruikt. De meest
bekende is "The Astronomical Ephemeris" (vroeger "The Nautical Almanac®)
Men berekent de efemeride van een planeet uit de olementen, waarbij
echter bovendien rekening moet worden gehouden met de storingen door
andere planeten,

In hoofdstuk I is reeds over massabepalingen gesproken. Deze berusten
in het 2 lichamengeval op waarneming von de halve lange as a en de
omloopstijd T, Als men de relatieve beweging van m t.o0.,ve. M waarneemt
vindt men zo M + m. Als evenwel M >. m is dit practisch gelijk aan M
(Zon en planeet, planeet en kleine satelliet). Afzonderlijke bepaling
van m en M vereist waorneming van a_ en ay te0ove het zwaartepunt van
m en M & ’
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In het geval van de aarcde cn ce maan betekent dat, dat men de beweging
van de aarde om het gomeenschappelijk zwaartopunt moct zien vast te
stellen., Dit kan door de maarndeliikse parailax van cen toevallig dicht-
bij komende planctcoide tc meten.

Dubbelsterren

a) Visuele dubbelster.

Het bovenstaande is ook toepasbaar op dutbelsterren., Als men a in A,l,
uitdrukt en T in jarcn vindt men M + m in zonsmassa's uits

ol
M4+ nm= a2/

Men meet evenwel a in boogscconden: a'.

Uit de definitie van de parallax volgt:
- s n /i
w,E, = 8 /P
b) Dynamische parallax.
Als p onbekend is, ken men met behulp van de schijnbare magnituden van

de sterren en de massa-lichtsterkte~wet nog tot resultaten komen. Laten
we om te vermijden dat wc met dezelfde letter verschillende grootheden

aanduiden, de massa's M, cn Mz noemen, schijnbare magnitudes m, en n
en de absolute magnitudes M1 cn M2 » e nebban de volgende vergelijkingen:
M = f(b g o .
1 ’1) 1 massa - Llichist, = wet
M, = - s
e f(uz) i )
9 § 1, ¢ ) - -
M1 =my + 5+ 5 log p [ m > als >
M2 =My & 5+ 5 log An 1 dls a1 £ 2
.. = / -/70
— 1/t
aAcE o a3/k‘ 5 2, 6 [ /
— & m ‘ _ cdls n L O AN,
M1 + By = “ALE, /*n- i A . a// &
De onbekenden ziin Mq, Mz, Mqa "29 poen g oo e Waargenomen zijns
Mgy Moy a en T, B r ziin das 6 vergelijh.ngen met 6 onbekenden. Oplos-
sen demev. iteratiecproces: stoel b, = M2 = 1., bereken aA'E s bereken.p,
AT, T

bereken M, en M,, vind nicuwe waarden van M, en M, enz. tot convergentie.
Dus zowel bepaling van de afstand als van de massa's, Als de parallax
wel bekend is, kan men op ecn dergelijke manier P, + M, splitsen, Als p
niet bekend, maar wecl a1" en aa" t.~.v. zwaartepunt) hceft men een
extra gegeven.

c) Spektroscopische dubbelsterren (ianders, blz. 52)

Sterren niect gescheiden; dubbelsterkarakter blijkt uit het periodieck
heen en weer schommelen van de spektraallijnen t.g.ve het Dopplereffect.
Als de sterren ongeveer even helder zijn ziet men de lijnen van beide
spektra, A’s de¢ sterren echter meer dan ca. 1" in helderheid verschillen
verdwijnt het spektrum van de zwakste ster gcheel, We kunnen de radidle

Iy

snelhcidskromme van &8n of beide componenten bepalen, daarult is a, sin i

en eventueel ook nog a, sini af te leciden, waarin i de hoek tussen
de richting naar de aarde cn de loodlijn op het baanvliake Zou de baan
een cirkel zijn, dan zou v (t) con sinusfunctie zijn. Als v g = 0

voor t = t, (meest nabijec §%3t van de bann) eon t = t. (verst vérwijderde
punt), dan is: &, “
: J‘ Viag 9t = 2 r sin i (r dus in ¥i!),

t
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In het algeméne‘geval voan een ellipsbaan kan men - zij het op een inge-
wikkelder manier - a sin i bepalens De helling van het baanviak, i, kan
echter niet bepaald worden.
a
My + By = =3
1 2 TE
Als nu alleen voor W, het spectrum is woarge omgn dan hebben we a, sin i
kunnen bepalen, Hiermce kunnen we (a1 sin i)”/T° berckencn en dit is ge-

1ijk aant
(a1 sin i)3 3 Psin i

il

Q
1
=

7 72
= ( m +ﬂ-) (u1 + ua) sin”’i = 5~ = 1
T2 (u1+u2)

De uitdrukking f hecet de massafunctie en meer kunnen we niet tc weten
komen over de massa's als maar &&n spectrum zichtbaar is. Als beide
spectra zichtbaar zijn kunnen we ook a, sin i3bepalen. Dagr B /B, =
= a,/a, = a, sin i/a, sin i kunnen dan“p, sin’i en P, sin”i bép331d
wor en% Daa} sin i 521, vinden we dus zo benedenste grenzen voor de

massa's,
De massafunctie £ kan ook geschreven worden als:
Ko &
P o= - P i
= by Wy) sin”i (u1+u2)

Als alleen het spectrum van M1 waargenonen kan worden is zeer waarschijne

1ijk M, < K, (waarom?),
Dan neéft men dus

1
Het is dus niet verwvonderlijk dat £ soms heel klein is. Voor sgatis—
tische beschouwingen kon men met een gemiddelde waarde van sin”i ree-
kenen, Als men gcen voorkeursrichtingen aanneemt voor de oriéntatie
van de baanvlakken is:

sin’t = 2% = 0,59

Houdt men echter rekening met het feit dat als i klein is een mogelijke
spectroscopische dubbelster niet als zodanig herkend wordt, mag men
voor de waargenomen spectroscopische dubbelsterrcn stellen:

sin3i S 3
Als men. dus de waargenomen waaiden van . sin”i met 503 verhoogt krijgt
men gemiddeld ongeveer de goede massa's., Van belang om de massa-licht-

.sterkte~wet te bepalen,

d) Fotometrische dubbelster = eclipsveranderlijke = bedekkingsveronderlijke.

Als het baanvlnk ongeveer door de aarde ganty kan het gevbeuren dat de
sterren elkaar beurtelings bedekken, waardoor de ster veranderlijk 1ijkt
te zijn (prototype : Algol), Bij de gewone visuele dubbelsterren is dat
nooit het geval (wnarom niet?);/dat cen ster mowel cen eclipsverandere
lijke als een spectroscopische dubbelster is. Uit de lichtkromme kan

men de bnranelementen en de afmetingen van de sterren afleideng echter
uitgedrukt in ecn onbekende lengteecnheid. Als hij tevens een spectrose-
copische dubbelster is kan men het systeem ijken en ook de massa's bee
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palen, Als de componenten te dicht bij elkaar komen kunnen er ver-

vormingen van de sterren optreden en kan er zich zelfs een gemeen-

schappelijke ijle atuosfcer vormen, De 3de wet van Kepler geldt dan
niet meer en de methodc is niet meer betrouwbaar, Mcn heeft zo ca,

20 goede massabepalingen kunnen uitvoeren.

Gestoorde tweelichamenbeweging

Wij behandelen hier een paar gevallen, waarbij de Keplerbeweging niect
normaal verloopt omdat de massa's niet als puntmassa's beschouwd kun-
nen worden of doordat wrijving of stralingsdruk een rol spelen, Bein-
vloeding door een derde massa behandelen we bij het drielichamenproe
bleem,

Tegeve de rotatiec treedt er een
van de rotatiecas af gerichte
middelpuntviiedende versnelling
op, die de versnelling van de
zwaartekracht schijnbaar iets van
richting verandert, Het opperviliak
van de planecet zal Loodrecht op
de resultante van beide versnel-
lingen staan, Men kan bewijzen
dat de vorm bij benadering die :
van een afgeplatte omwentelings- \ !
ellipsoide is. De _afplatting ¢ is gedefinieerd als (a - b)/a, Afgezien

von de andere factoren hangt ¢ af van de verhouding van de centrifugale

en de gravitaticeversnelling op de equator: o) e o By GOR bYd\:l )

{ N
|

@ =(v2/r)/(aM/r2) = (bPr/PB/a 53*- o

Dus: @ = EIL—E
Gp P

De'afplatting hangt ock af van de inwendige bouw. Voor een homogene

planeet is ¢ = 1,25 @o Als vrijwel alle massa in het centrum is gecone
centreerd is € = @/2. Metingen hebben het volgende opgeleverd:

plancet 6/ ¢
Mars 1014
Aarde 0,97
Jupiter 0,76
Saturnus 0,65

Gravitatieveld van een afgeplatte bo

Bij een afgeplatte bol kan men niet mcer alle massa in het middelpunt
geconcentreerd denken. Om inzicht in deze zaak te krijgen benaderen
we een afgeplatte bol door een bol + een equatoriale ring. De straal
van de ring zij a, zijn massa M en de dikte verwaarloosbaar,

Als P een eenhcidsmassa is op af- P
stand r van het middelpunt van de ‘,///T
ring en op een hoogte 2z boven het . '
viak van de ring dan zal de aan- .27 F ke
trekkingskracht van de ring op P <::E§EE§§ ______ |
niet naar O gericht zijn, maar

naar een punt dat verschoven is in
de richting van de helft aan de kant van P, Dic helft zal ne.l. omdat
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nij dichter bij P is den de andere helft sterker aantrekken. Berekenen
we de kracht door integratie,_ dan vigdﬁn we:

Foan (1 .28 L2228, )
r~ L r L r

Zou men een bol en ecn ring samen nemen en zou de massa van de ring
een fractie @ zijn van de totale massa M, dan zou de kracht (afgezien
van hogere termen) worden:
2 2 2
F:GM{l +(39-5-3az)a}
2 6
r b r b p

De volgende formule voor de aantrekkingskracht van een homogene afge-
platte bol komt nu niet meer helemaal uit de lucht vallen:
2 22
-am { L 2 a 28z
F_GM{2+(—E- —g—)c}
T 5r 5 r

Voor een niet-homogene bol zal de formule natuurlijk andeﬁs worden,
Als r >> a zijn de hogere tergen te verwaarlozen te.0.Ve —5 en krijgen
we de gewone formule F = GM/r~, r

We beschouwen een satellietbeweging in het equatorvlak van een afge-
platte bol. We hebben dus z = o, Als zelfs de pericemtrumafstand >> g
zullen” we een normale Keplerbeweging krijgen. Als eghter het pericen-
trum zo dicht bij de arfgeplatte bol ligt dat de r '=ferm een rol gaat
spelen en de aantrekkingskracht groter wordt dan GMr~ s, zal daar de

baan sterker gekromd zijn dan de Keplerbaan, Het resultaat is een rozet-
beweging. Zie figuur,

De lange as (apsideniijn) draait voorwaarts met een periode:

Crtsim—ea

a2 T net { a = halve lange baanas

== x — r = straal afgeplatte bol

r Cmqp/2
Als net baanvlak niet met he! equatorvlak samenvalt, krijgt men een
regressie van de knopenlijnj; deze wordt later bij de beweging van de
maan behandeld. {
Bij eclipsveranderlijken kan men deze draai;ng van de apsidenlijn
waarnemen als periodieke verschuivingen van de hoofd- en nevenminima.
Zie figupen. '

" nevenminimum

hoofdminimum r\gevenmin‘
| % hoofdm?n. l m

- tijd

|
!

{
{
H
|
{
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Uit deze waarnemingen kan men dus iets afleiden over de massaconcen-
tratie in het inwendige ven een ster,

N.B, Naast net hierboven behandelde effect bestaat er ook nog een rela-
tivistische periheliumbeweging, die we hier niet behandelen!

Mascons in de maan

Mascons (= massaconcontraties; Minnaert heeft nhet wocrd massaknobbels
voorgesteld (H, en D. 68, 127 (1970)) zijn gevonden door de bewegingen
van kunstmatige maansatellieten te bestuderen., Daar men deze satel-
lieten nigt kan zien moet men dit doen door het DoppLoroffect bij teruge-
gekaatste'%adlogolvon waar te nemen, hieruit kan men de radiele sneLneld
met een nauwkeurigheid van ca. 1 cm/sec bepalen. De bewerking gea

als volgt:

1o Men gaat uit van een theoretische baan, waarin alle storingen door
de zon en door naburige plancten in rekening gebracht zijn, alsook de
algemene kleine afwijkingen van de maan ten opzichte van een bol,
Voor dit model berekent men de snelheid in de gezichtslijn die de
satellicet op elk ogenblik moest hebben, om de minuut (of zelfs nog
met kleinere stapgeo).

2o Men vergelijkt de berekende snelheid in de gezichtslijn met de waar-
genomen snclheid in de gezichtslijn en vindt afwijkingen in de ge-
zichtslijnsnelheid,

3. Die afwijkingen in de gezichtslijnsneltheid v worden nu omgezet
tot afwijkingen in de gezichtslijnversnelling a , door te kijken

hoe ze oplopen of afnemen. Zulke plaatselijke versnellingen moeten
afkomstig zijn van aantrekkingscentra, massaknobbels in de maan,
die de baan storen

ko De plaats van die aantrekkingscentra kennen we niet. We maken het
ons gemakkelijk door aan te nemen dat de storing op elk ogenblik
afkomstig is van wat er zich wecht onder de raket bevindt. En we
rekenen dec gezichtslijnversnelling om tot vertikale versnelling

rad/cosrx/(z:.e figuur volgende blz,)

) bedoeld is nhier actieve terugkaatsing




A& B mascons maanopperviak

50 km beneden
het maanopperviak

N

aarde

5 De aldus bepaalde vertikale versnelling is nog geen goede maat voor
de aantrekkingskracht door de knobbel uitgecocfend, want de baan van
de raket is geen zuivere cirkel: hij vliegt soms op grotere, soms op
kleinere afstand boven het maanoppervliak, We gaan de aantrekkings-
kracht 8ys ondervonden op een hoogte H, herleiden tot wat die zijn
zou op een hoogte van 100 km; en daarbij gaan we aannemen dat de knobw-
bel zich bevindt op een diepte van 50 km. (Dit laatste is een ruwe,
voorlopige schatting, gehaald uit de detailstudie van sommige van de
bestbekende banen), We schrijven dus:
al
a1OO = aH, (H -+ 50)2/1501‘
Zo neeft men 6000 waarden van a gevonden. Resultaten uit verschile
lende banen behaald zijn met elkaar in overeenstcmming, De punten vore
men 13 gebieden, wzarvan er in 12 cen teveel nan massa is; in &én
geval is er cen massatekort. In 11 gevallonagcvondgq de massaknobbels
zich onder de maria. De massa's zijn ca. 10 & 107 gramj de grootsten
hebben een massa geclijk aan die ven cen ijzeron bol met cen diameter
van 80 km.,

6 @ am 6 0u G2 e e BB 5 6o G D BO ED G Cn W D e WD G0 MY G GY KD @O 659 G G @9 P D S WO I B8 89

Als een satelliet (of eventueel een planecet) in zijn baanbeweging geremd

wordt (bijv, door een ijle middenstof, cventueel de aardatmosfeer), maar

zo weinig dat op ieder moment de beweging nog wel als Keplerbeweging bew=

schouwd kan wordenyneemt de snelheid toec, Volgens blz., V, 11 (viriaalw

theorema) geldt E ', E_“btot. Door de wrijving~gaat er energie verloren,
v

B wordt minder Ek necemt dus toe, mel.w, neemt toe. Dit gaat
té8 "koste van B die %ger afneemt dan E :
pot tot
gpot =& Ltot
@ pot = 24 Etot
De baanafmetingen worden dus kleiner, wat we ook aflezen ult:
aM .
[&oenemende Etot = - Egm (blze Ve 15)

Meestal zal de remming met / afstand afnemen (bijve met de hoogte ijler
wordende atmosfeer). Als dan allecn de remming in de onmiddelijke ome
geving van het pericentrum een rol speelt, geat de alfname van a ton koste
van de apocentrumafstand. De pericentrumatstand verandert niet. Door de
remming in het pericentrum gaat er n.l. cnelhe’d veiloren en de massa kan
zich niet meer zover van de hoofdmassa verwijidoren, msa.w, het apocen-
trum komt dichter bije. In het apocentrum gabevrt ccmter niets en de massa
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komt wél terug in het pericentrum. De excentriciteit wordt kleiner en
de baan gaat steeds meer op een cirkelbaan 1ijken.

In werkelijkheid zal de remming niet all&€n in het pericentrum ge-
beuren., Daarom zal de pericentrumafstand ook kleiner worden, maar
toch minder snel dan de apocentrumafstand en ook dan gaat de baan
steeds meer de cirkelvorm aannemcn.

a) stralingsdruk

Een foton heceft een imyuls hv/c. Als het foton door een lichaam geab-
sorbeerd wordt,wordt deze impuls overgedragen op dat jichaam, Daar
kracht = impulsoverdracht per seconde wordt er een kracht Nnv/c uite=
geoefend als er per seconde N fotonen worden geabsorbeerd en de foto-
nen zich in (nagenocg) dezclfde richting bewegen. De energie van deze

N fotonen is E = Nnv; de kracht is dus E/c., Hebben we een bundel (Enge-
veer) gelijkgerichte fotonen met fiux F ( = energie per sec per cm )
dan is de stralingsdruk (kracht/cm”™) = F/c en op een absorbercnd deeltje
met botsingsdoorsnede ¢ wordt ecn kracht uitgeoefend Fo/c. Als F, de >
flux van de zon is op cenheidsafstand, dan is deze op afstand R: Fo/R™ .
De afstandsafhankelijkheid is dus dezelfde als de aantrekkingskracht,
Als de stralingskracht niet overhcerst kunnen wij hem in rekening
brengen door met een gewijzigde gravitatieconstant te werken. De bancn
van de deeltjes blijven dus kegelsneden. De verhouding van stralings-
druk (eigenlijk kracht) tot gravitatiekracht is voor een deeltjc met
straal a en dichtheid p

na’F, /cR® 3
B @ g a ©
(13 a P“@/R ll-GcM@p

=5
= 2;2;§;Uln~ (p in g emon a in cm).

Dus pas als a < 10_5 om = 1000 R} gaat de stralingsdruk overheersen,

De banen 2zijn ook dan kegelsneden n.Ll. hyperbolen met de bolle kant
naar de zon gekcerd. De stralingsdruk speelt een rol in het inwendige
van sommige stertypen , Dbij de vorming van kometenstaarten (dan samen
met de zonnewind), bij interplanetair stof, bij pulsars.
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b) Poynting-Robertsoncffect
Benalve de radielc component heeft de stralingsdruk bij ecen bewegend
deeltje een tangentiele component, die het deeltje zal afremmen, zodat
net langs een spiraal naar de zon zal vallen. T.g.v. de aberratie
(hfdste I) 1ijkt de straling n.le. iets van voren te komen. We kunnen
het ook als volgt zeggen: het deeltje is in stralingsevenwicht, weont
door het absorberen van de zonnestraling wordt het net zo lang heter
tot het evenveel straling emitteert als het absorbeert. De geemittecerde
fotonen hebben een massa, die 2zij onttrekken aan het deeltje en met de
massa onttrekken zij daaraan een cvenredige hoeveelheid impuls. Beide
beschouwingen leiden tot dezelfde formule voor het impulsverlies, We
nemen aan dat net deeltje cen cirkelbaan om de zon beschrijft en dus
dat de straling loodroccht op de bewegingsrichting invalt:
1¢ Togeve de aberratie komt de

straling icts van voren. De '

invallende straling maakt !

. oo B o N/ A

in werkelijkheid een hoek

9 = 900 met de bewegings-

richting, mazr 1ijkt onder ‘ l 0

een hoek f, ip te vallen. ‘ | /o \\

sin (9-0,) = ~ sin @ (nfdst., A\ i
1) en daarce = 90o heb=

ben we cos 0, = v/c. De im-

puls van de per tijdseenheid geabsorbeerde straling is Fo/ce De come
ponent loodrecht v vermindert G en de component tegengesteld aan,v
remt het deeltje., Deze component is cos 9, Fo/c = = Fg/c = vig/c”.
2o, De door het deeltje per tijd@eenneid ontvangen strdling heeft eon
energie Fo e¢n een massa Fg/c”. Deze magsa neeft als hij deel uit-
maakt van het deeltje een impuls vFo/c” en deze impuls verliest het
decltje bij de emissie van de straling.
Beide redcneringcen leiden dus tot hetzelfde resultaat. Poynting gaf in
190% cen benaderde theoric en Robertgon in 1937 een strenge relati-
vistische theorie.
De decltjes worden dus afgeremd cn vallen in ecen zeer nauwgewonden spie-
raalbaan naar de zon, Op icder ogenblik is de baan practisch een cirkele=
baan. De valtijd t is volgens Robertson voor cen bolvormig deeltje:

t = 7.0 x 1O6a Rap jaren,

waarin R = beginafstand tot de zon in A.E, (R >>,R5 ), a = straal van
het deeltje igscm, P = dichtheid deecltje in gécmB.c%en deeltje met ecen
straal van 10 “cm en een dichtheid van 3 g/cm” heeft volgens deze fore
mule dus 21000 jaar nodig om vanaf de aardbaan naar de zon te vallen.
Vergeleken bij desouderdom van het zggncstelsel is dit dus heel snel.
AMls 2a = 1 km = 107cm is t = 2,1 x 10 jaar en dat is weer lang t.oo.Ve
de leeftijd van het zonnestelscl, Voor gewone hemellichamen speelt het
effect geen rol. Klcin gruis (0ea. restanten van komecten) vordwijnt
snel uit de interplanctairce ruimte doordat het op de zon valt, H&&L
kleine deeltjes worden echter door de stralingsdruk weggeblazen,
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Drielichamenprobleem

Voor het drielichamenproblecm is ecigenlijk geen algemene oplossing te
vinden. De Fin K. Sundman heeft er een gecgeven (1912);de door hem rebruikte
reeksen convergeren echter zo langzaam, dat zijn oplossing voor prace
tische berekening onbruikbaar is, Het volgende voorbeeld kan de ge-
compliceerdneid van hct probleem duidelijk maken:

Een kleine planetoide beschrijft
cen langerekte baan Ain het vliak
van de Jupiterbaan en de Jupiter-~
baan snijdend. I.h.a, 2zal na een
aantal omlopen de planetoide de
Jupiterbaan snijden op een moment
dat de Jupiter in de buurt van

het snijpunt is. De planetoide

zal gestoord worden cn in baan

B gaan lopen; als zijn massa klein
is t.o0.vVe, die van Jupiter zal deze
niet gestoord worden. Na verloop
van tijd nerhaalt het verschijnsel zich. De algemene oplossing zal

al deze bancn van de planetoide moeten bevatten. Toch is dit nog cen
heel speciaal geval, Als Jupiter vervangen wordt door een lichaam

van kleine massa, zal dat ook steeds van baan veranderen, Ook de zon
kunnen we nog vervangen door een lichaam met vergelijkbare massa en
tenslotte hoeft alles zich niet in &8&n vlak af te spelen.

Met een computer kan natuurliijk ieder spcciaal geval snel met stap-
voor-stap-integraties doorgerckend wordcn,

In sommige speciale gevallen zijn analytische oplossingen mogelijk:
soms kunnen die dan exact in ceen gesloten vorm gegeven worden, soms
maakt men gebruik van benaderingen door recksontwikkelingen, die dan
wel - ook over langere tijdintervallen - voldecende snel moeten conver-
geren,

B

Speciale gevallen zijn voor het 3- en nNe=lichamenprobleem gemakkelijk
te construeren. Bijv.: m, cn m

zijn even zwaar en beschrijven ¢ M

cirkelbanen om hun gemeenschap- 3

pelijk zwaartepunt Z, Als de

massa van m, klecin is t.o.ve ml ot 2}_ Bt m{

die van m, én m, kan m, om 2
oscilleren langs ecn l?jn door
Z loodrecht het baanvliak van

m, cn m,. (Zou deze beweging
stabiel®zijn?)

Beroemd zijn de speciale gevallen van Lagrange en Jacobi,

a) Libratiepunten (Lagrange, 1772)

Wij denken ons 2 massapunten m, cn m,. We kunnen nu 5 punten L, t/m
L. (libratiepunten) definiercn met 46 volgende eigenschaps als ye
eén massa m, in é&n van de libratiepunten plaatsen, kunnen we m,,

m, en m zoéanige sncilheden geven (in het vliak door m,, m, en m,)

dat de éernoudingen van hun onderlinge afstanden voor alt%jd oné
veranderd blijven. Het blijkt, dat massa's in het vlak gelijk-
vormige kegelsneden om het zwaartepunt beschrijven. In de volgende
figuur is dat afgebeeld voor het geval dat de derde massa zich in het
libratiepunt Lq of L5 bevindt. Deze punten vormen gelijkzijdige drie-



hoeken met de twee andere massa'ss

De punten L,, L, en L, liggen op de rechte door m, en m, en wel op
plaatsen die affiangen”ven de verhouding m,/m,e L, en L_"vormen met

m, en m, gelijkzijdige driehoeken. In het algemene gevgl is dit niet

z0 eenvoudig in te zien, wél in het geval van het '"probléme restreint',

b) Probléme restreint (Jacobi, ca. 1842, en Poincaré).

Dc volgende voorwaarden bepalen het "probléme restreint'" (Eng. restric-

ted problem):

1. m, en m, draaicn in cirkelbancn om een gemeenschappelijk zwaarte-
punt; m, "wezenlijk" < m

2o My, << m;, M,; m3 beinvioedt de bewegingen van m

LD alle bewegingen”in &&n vlzk

Analytisch kan het bestaan van periocdicke banen bewezen worden. Laat

men de beperking m, "wezenlijk" < m, vervallen, maar handhaaft men

m§ << m,, m, dan ontstaat net "uitgcbreide problome restreint", dat

wéer door numerieke intcgratie opgelost moet worden,

We bekijken nu weer de libratiepunten. In een coordinatenstelsel met

de oorsprong in 2, dat

meedraait en waarin m

en m, dus -onbewegeli jk 14,

zijn, zijn in de libra-

tiepunten de gravitetice 2

krachten en de ccentri- /N

fugale krachten met cl- / \

kaar in evenwicht, van- / A

daar de naam (lLibra = p \

weegscnaal). 4 \

De ligging van L_, L, cn ,/ \

L3 bangt van de verhGuding 43 i 42 P % W L/

ma/m,' afj; de vergelijkingen @ —— = == —0— —- __’__/_ o s s

voor de afstanden 11, 12 cn hﬁ'\ ﬂ?_ /

1, van L1, L, cn L, tot™% \

z;jn eenvoudig ncer tec b

schrijven, Br ontstoan \

vijfdegraadsvorgelijkingcn’

die allcen numerick zijn

op te losscn,.

Als m,/m, klein dan kan

men bénaderde analytische

oplossingen gcven. Voor

het stelsel aardeemaan

(ma/m1 = 1/81,3) vindt men:

1 en m2 dus niet
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De punten L, en L. hcbben hun vaste ligging onafhankelijk ven de
waarde van m,/m,,”wat cenvoudig te verifieren is. De punten L 3 e

L, 2zijn labiél en Lbr en L. stabiel, omdat in het meedraaiende coof-
dinatenstelsel in L, L? gn L, de potentiaal cen maximum heeft en in

L, en L. een minimum., In de oageving van Lh zijn de krachten naar L
gericht”(evenzo voor L.), Kleine massa's m, kunncn dus (steeds in het
meedraaicnde coordinat@nstcilsel) kleine bagntjes om L, en L5 beschrij-
vene .

Dit 2zijn niet slechts thcorectische beschouwingen. In het stelscl zon-
Jupiter boevinden zich in de omgeving van de punten L, en L_. 12 plane=-
toiden, bekend als de Gricken en de Trojanen; hun om%oopst?jd om de
zon is dus gelijk aan die van dfupiter. Zeven bewegen zich voor Jupiter
uit en vijf volgen hcm,

Waarnemingen van een flauw scianijnsel in de richting van L# of L5 van
het stelsel aarde-m~aan zijn niet bevestigd. Het zou veroorzaakt’worden
door interplanetair stof, dat zich daar verzomeld zou hebben,

Equipotentiaalvlakkgg bij nauwe dubbelstersystemen

Zoals hiervoor al even werd aangestipt kunnen we de equipotentiaal-
opperviakken beschouuen in de ongeving ven twee om elkaar draaicnde
massa's, Dit is o.as van belang voor de studie van nauwe dubbelster-

ren,
De uitdrukking voor de potentiaal luidt: ” _,L¢~/”"7”
= ‘.";A:’ A ‘»,\/
) 2 2 s
© (r) = e me,]/:!‘,I ) sz/rz - rs w /2’ 77, = f{,,‘]‘.; . m,
waarin: - ' D l
r, en ryi afstanden van punt » tot m, cn m, o = 3P4 we ‘oM
» : . ‘
rs: afstand van punt r tot de rotatieas ,ﬂﬁ:agyvyi;thJu,
W : hoeksnelheid van de rotatie i«hu(;‘wﬂféw: 56,66 S

De eerste twee termen zijn de gravitatiepotentialen, de derde is de
potentiaal van de centrifugale kracht (we werken dus weer in een
coordinatenstelscl dat meeroteert om cen as door het zwaartepunt
en loodrecht op het baanviak), De hocksnelheid ® kan met de 3de wet

van Kepler berckend worden, o o 2
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De figuren op blz, V., 30 zijn overgenomen uit: J.M,A, Danby, Funda-
mentals of celestial mechanics, blz., 191 en 192, Zie bijv. ook: F.R,
Moulton, An introduction to celestial mechanics, blz, 283-285, De
figuren geven de dcorsneden van de equipotentiaalopperviakken met de
vliakken z = 0, ¥y = 0 en X = 0. De x-as gaat door de beide massa's, waar-
van hier de som genormeerd is op 1 en de kleinste W is, De y=-ns ligt

in net baanvlak en gaat door het zwaartepunt., De 2z-a8 is de rotatie=
as., De punten L, en L_ zijn alleen op de fig. 1 (doorsnede met viak

z = o) te zien als po%entiaalkuilen. L,, L, en L, zijn op de fige 1 en
2 te zien als punten waar equipotentiaalopperviakken elkaar raken. Ga
na wat gebieden ven hoge cn lage potentialen zijn.

Deze beschouwingen zijn oorspronkelijk opgezet om bewegingen van hemel-
lichamen te bestuderen en dan ook van belang i.ve.mo de bewegingen van
planetoiden en interplanetair stof. Later is gebleken, dat zij ook van
toepassing zijn op gasbewegingen in nauwe dubbelsterstelsels. De opper-
vlakken van de sterren zijn ook equipotentiaaloppervlakken, bijv. de
kleine ovalen om 9 = 4 en M in de fige 1 en 2. We hebben dan gescheiden
sterren: klasse D (detached system).

E&n van beide componenten kan zo groot worden, dat zijn oppervliak een
equipotentiaalopperviak ~im de anderc ster raakt., Gas kan dan van de
ene component naar de 2ndere stromen: klasse SD (semi-detached system)

Tenslotte kan ook de andere ster zijn kritische volume vullen: klasse
C (contact binary).

Als de sterren nog groter worden, vormen ze een gemeenschappelijke
atmosfeer,




Getiijden

Het bekendste voorbeceld van getlg\ erking is de wisigelende watcrhoogte
op aarde. Twee maal in de 24750" (gemiddeld) is er hoog water en

twee maal laag water, Deze tijd is gCLL]k aan de gemiddelde duur van
de "maandagen" e¢n inderdaad is in \
hoofdzaak de maan de¢ veroorzaker !

van eb en vloed. YWe kunnen de oor=- \ [
zaak van de getijden duidelijk ! !
maken met een gedacihte proei met tC z4 Df
een vallende 1lift: cen 1ift valt
in een centraal gravitatieveld
(alle krachtlijnen gaan door het
middelpunt ¥ van de aarde).

lift als geheel valt volgens de
versnelling zoals dic in het
zwaartepunt % heerst. In andere
punten is de versnelling echter
iets anders, In de figuur zien
we dat A bij 2 zal achter blijven,
B paat steeds mecr voor 2 uit
lopen en C en D beuegen zich
wegens de convergentie van de
krachtlijnen naar 2 toe, De in

de figuur getekende pijltjes
seven de versnellingen a:ane

De versnellingen van A, B, C 1y
on D teOoVoe die '
van 4 nocmt men getijversncel- IM

lingen, Daar het referentice

systecm van 2 geen inertiealsysteem is, 2ijn deze getijversnellingen
dus schijnversnellingen. Do volgende bcscnouw1ng is nu iets algemener:
een massapunt O bewveegt zich in cen
gravitatieveld, O is de oorsprong

van eén bewegend, maar niet roterend
coordingtenstelsel, Ten punt ¥ op af-
stand 4 ® van O ondergaat gen_iets
andere versnelling., Nu is aP—aO de ge-
tijversnelling in P, VWe zullen nu

de getij-versnellingen berekenen op het aardoppervliak t.g.ve de maan,

I 1
| I
| 1

_ D
_ A B _ _ _ _____ e -.@
e B BT maan
aarde
M = massa maan, % is middelpunt aarde, N is middelpunt maan, R = &N,
r = straal aarde.

GM/(R - 1)@
" " 2 = Gi/R®

versn, in B

l

getijversn, in B = GM { —oee - 1o 1
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Als r << R, is dit te berekenen als:

Gl . 2GM
- (Q_ i;) AR =+ Egg r (getijverwekkende versnelling)
dR R~ R

In deze benadering is de versnelling in A even groot als die in B en
ook van Z afgericht, Laat zelf zien dat in C en D (NC = ND = NZ = R)
de versnellingen naar 2 toe gericht zijn en half zo groot zijn als
die in A en B,

Het is interessant de vernhouding op te maken van de getijverwekkende
versnelling e¢n de gravitatieversnelling:

Y N
*Muaan™ ™ Mmean (zy3_ 2 .=
) 572y R = 5 & 10
i aarde 81x%60

uLaarde/r
Ook de zon oefent ecn getijverwekkende versnelling uit:
ot

R
getijversn, zon zon ¢ maan)3 = O 0 & 2
= 0,16 ~ 93

.« 5 4
getijversn, maan maan zon

N.B, Daar de schijnbare diameters van zon en maan ongeveer aan clkaar
gelijk zijn, moet bovenberekende verhouding ook ongeveer gelijk zijn
aan 5/-0-: 1’4/313 = Oi1+2°

Daar de getijverwekkende versnelling van de zon dus niet te verwaar-
lozen is t,0.ve dic van de maan is er bij de aardse getijden een
duidelijk verschil merkbaar tusscn de gevallen waarbij zon en maan

elkaar versterken en die waarbij =zij c¢lkaar tegenwerken.
VM en NM versterking: springti;

EK en LK tegenwerking: doodtij

Getijwerking i.h.a, is astronomisch zeecr belangri jk.
Bijv.:

- in allerlei kosmogonische theoricin spelen getijkrachten een rol
(0ea. limiet van Roche)

in dubbelstersystcmen

in systemen van mclkwegstclsels
bij elkaar passercndc melkwegstelsels

precessie

regressie van de knopen van de maanbaan.

Ze1fs eb en vlioed nhcbben astronomische implicaties: de aarde wordt
ig zijn rotatie gercmd, waardoor een verlenging van de dag met
0,001 sec/ceuw optreedt., De aarde verliest dus impulsmoment. Dit
impulsmoment gaat naar de maan, hicrdoor ncemt de afstand van de
maan tot de aardec toc met 1,5 m/ccuw,

Lite: GoH, Darwin, The tides and kindred phenomena in the solar
systom)(een klassieck werk, dat zich laat lezen als een roman!
S11=17)

Limiet van Roche

De getijkrachten willen cen satelliet uiteenrukken., We beschouwen
een "fluid" (d.i. nietvaste, dus vlocibare of gasvormige) satelliet,
welke dus bijeengehouden wordt door de gravitatiekrachten en niet
door de cohesickrachten. We vragen ons nu af hoe dicht een satellict
bij een planeet moet komen opdat de getijkrachten gaan overheersen
op de gravitatickrachten.



We denken ons een hcoifdmossa met massa M, op afstand a ecn satellict
met massa m c¢n stracl re Voor een vercenvoudigde afleiding denken wi
ons de satclliet te bestaan uit 2 nelften met zwaartepunten 51 en ZZ'-
Gravitatiekrachten en getijdekrachten stellen wij ons voor aan te
grijpen in deze zwaartepuntgn. Voor een homogene halve bol 1ligt het
zvaartepunt op cen afstand r van het middelpunt,

De aantrekingskrocht dic de helften op elkaar uitocfenen zijn:

m m O
L 2%3 ~ G ; \
G 5 T [ — =k ("
(2 x gr) / e —2
* & ,3’," v (/B r
16 {
D 2GHZ
e getijk hte ijre ’ s a oY
e getijkrachten zijn _ 2 % - =3
o g iy
8

Laten voor a = a, deze krachten acn elkear gelijk zijn, dan =zullen
voor a < a, de getijkrachten overheersen en de satelliet uiteenrukken.
De limiet van Roche ap voldoet dus aan:

2 3 /

4G mS _ 3G Nmr < _ Wb 2P y
3 =4 3 ar=6/7 -~ Moo
r a’p 9l 3T T

dus

3/ _
- gz M
aR‘r\ 32 m

Nemen we aan dat hoofdmassa en satellicet dezelfde dichtheid hebben,

dan vindt men: :
a, = R ; £L . 0,94R
R ~ . 32 ~ !9

Deze afleiding was dus vereenvoudigd; Roches eigen berekening (1848)
gaf:
C-IR = 2"+L+R

Deze uitkomst wijkt dus aanzienlijk af van de onze., Redenen hiervoor
zijn: 1, Het grootste verschil tussen getijde~ en gravitatiekrachten
trecedt op bij de punten A en B; dus eerder dan cen opsvplitsen in twee
gelijke delen, 2zal men massaverlies in die punten krijgen. 2. We hebe
ben ecn niect-vaste satelliet beschouwd; alvorens uiteen te vallen zal
de sateclliet dus uitrckken, Vliak voor het uitcenvallen is de asscene
verhouding ongevcer 1 ¢ 2. In zo 'n uitgerockte sateclliet is het vore
schil tussen getiide- on gravitatickrachten groter dan in een bolvormige,
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Een vereenvoudigde berekening waarbij men de satelliet vervangt door
twee elkaar rukende bollen (zie bijve Minnecert, Standaarddictaat Flanee
tenstelsel, page 113-114, DS1) gecft een veel beter resultaat.,

Deze beschouwing k:n op de ringen van Saturnus toegepast worden, De
straal van de buitenomtrek van de ringen is 137000 km en dic van
Saturnus is 60000 km; D¢ vornouding is 2,3. Do ringen liggen dus bine~
nen de limiet van Roche en zullen dus wel niet &8&n geheel vormen; speke
troskopische waarncming hcecft dit bevestigd.

De conesickrachten zijn dus verwaarloosd. Maken we toch nog even go-
bruik van ons "twechglftenmodel", dan zien we dat de gravitotigkrachten
evenredig zijn met r' . D2 cohesiekrachten zijn evenrcdig met r~ (waar-
om?), Voor grote lichamen zijn de cohesiekrachten te verwaarlozen, maar
voor kleine niet. Vindacr dat een kunstmaan zich binnen de limiet van
Roche kan bevinden,

Lit.: Darwin, The tid=s.

Het stelsecl aarde-maan

Samen met de zon vormen aarde cen maan ecn drielichamensysteem. Door
net niet-bolvormig zijn van de¢ maan, maar vooral van de aarde, de
onderlinge getijkrachten en de rotatie van de aarde 2zijn de bewegingen
cxtra gecompliceerde

Precessie en nutatie

In de inleiding ( nfdst. I) zijn de precessie cn de nutatie
receds genocmd, mear nu kunnen wij deze verschijnselen pas goced yore
klarens Het zijn effccten, die de richting van de rotaticas van de
aarde beinvlioeden,

a) Precessie

De hemelpool beschrijft cen cirkel om de pool van de ccliptica. Men kan ook
zeggen dat de aardas een kegelmantel besChrijft; de as van de kegel is
naar de pool van de¢ ecliptica gericht. De oorzaak is de volgende:

de maan stzat (meestal) nict in hct equatorviak van de aarde. De ge-
tijkrachten van de maan gzrijpen aan op de extra ring materie bij de
equator van de afgeplatte aarde,
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De maan wil de aardas dus "recht zetten'", maar evenmin als een roterende
tol omvalt, gaat de earde overzind staan, D¢ as van de tol beschrijft
een kegelmantel en evenzo doet de aardas., De as van de kegel is gericht
naar de pool van de macnbaan, die
Clo 50 verwi jderd is van de pocl
van de ecliptica. Wij hcbhen ge-
zien (blz, V. 2) dat dc pool van
de maanbaan in ca. 19 jaar een
cirkel beschrijft om de ccliptica-
pool, Gemiddeld valt de pool van
de maanbaan dus samen met de
eclipticapool. De zon doct = zij
het in mindere mate - hetzeltfde
als de maan, Men spreckt dan ook
van de lunisolaire preccssie,

maanbaan
ecliptica

b) Nutatie

Tegeve allerlei effeocten is de beweging van de hemelpoel niat zo cone
voudig. Allerlei periodieke atfwijkingen van de gemiddelde beweging
vormen samen de nutatie.

De belangrijkste term heeft
een periode van ca. 19 jaar,
De rechttrekkende kreacnt is
cigenlijk gericht naar ccen
so rt zwaartepunt ven de
eclipticapool M en de pool
ven de maanbaan P, Dit punt
Z beschrijft in 19 jaar cen
cirkel om K, De hemclbol P
beweegt zich altijd lood-
reciit op de verbindinesliijn
P4 en volgt dus golflijn.

Op de precessicbewcpming is
cen beweging in ecn ellips
gesuperponeerd met assen van 9921 (gericht op K) cn 6986,

Libraties

Yeg.ve de getijdenkracnien van de aarde op de maan heeft de rotatie zich
zo ingesteld, dat Jde rotaticduur gelijk is aan de gemiddelde omlLoopstijd;
de maan keert daardoor steeds dezelfde kant naar de aarde, Galilci onte
dekte reeds dat dat cvenwel nict precies het geval is., Deze afwijkingen
van de gemiddelde stand noemt men libraties.

Kleine verschillen zijn al met het oog zichtbaar: Mare Crisium en Haan-
haas dichter bij rand,.

Libratie_in lengte: de baan van de Maan is elliptisch cn de hoeksnglheid
niet constant; de aswenteling is eenparig., Grootste verschil: Ougr,
Libratie in breedte: blijkbaar hclt het equatorviak der maan. 6 4lL!' op
haar baanvlak, Daardoor helt de N-pool soms naar ons toe, 14 later van
ons af. De as van de maan steat bijna loodrecht op de ecliptica (1,5°
afwijking).

Dagelijkse libratie: nls de lizen bij de horizon staat zien we icts ver-

der om de cne of om de¢ andere rand + 1. Ficeruit kan men ook de afstand

bepalen,
Yysische libratie
De laan is niet gehcel bolrond, Langste dinwm. ~ericht naar de aarde.

Als dit nicet precics het peval is,y tengevolpe von de libratie in lengte
on breedte, zwaait de Laage as iots heen on cer.



Op blz. V., 22 werd de rcgressie van de knopenliin genoemd, De maan oefent
oen koppel op de aarde uit dat de aardas loodrecht op de maanbaan tracht
trekken; omgekeerd zullen er op de maan krachten werken die proberen hen
naar het equatorvlak van de aarde te trekken. Hoek tussen baanviak en
equatorvlak verandert echter niet, maar omdat de maan steeds iets eerder
het equatorvlak bereikt dan anders het geval geweest zou zijn, krijgen

we een teruglopen van de knopenlijn. (Zie figuurd

maanbaan

equatorvlak aarde

B o e v e = e

tnopenlijn

Over de voorwaartse draaiing van de apsidcnlijn is ook op blz, V, 22
reeds gesproken, Deze verschijnselen kunnen we inderdaad bij de beweging
van de maan constateren, maar 2zij worden slechts voor een klein gedeelte
op deze wijze veroorzaakt, Veel belangrijker is de invloed van de Zon.

De getijkrachten van de zon werken ook op de maan in 2zijn beweging om de
aarde (eigenlijk: om het zwaartepunt aarde-maan),

@ zon

Gemiddeld verzwakt de zon de aantrekking van de aarde. Dit verlengt de
omloopstijd van de maan (waarom?) met gemiddeld ca, 1 uur.
Dit effect is 's winters sterker dan 's zomers omdat in de winter de
aarde door zijn perihelium gact, 's Winters beweegt de maan zich lange-
zamer dan 's zomers: de joariijkse ongelijkneid (ontdekt door Tycho,
verplaatsing tot ca., 10'), :
Seculaire versnelling: Halley liet zien dat de siderische maand in zijn
tijd merkbaar korter was dan in de Oudneid.
Oorznak: de excentriciteit van de aardbaan ncemt tegoeve storingen door
planeten langzaam af; a blijft evenwel onveranderd, Gemiddeld

komt de aarde dus verder van de zon te staan; de invloed van de
zon neemt af en de maan gaat sneller bewegen. De omloopstijd is nu % sec.
korter dan 2000 jaar gelcoden. Het effoct accumuleert zich en wordt daare
door waarneembaar, Over 25000 jaar gaat ¢ weer toenemen.,




De variatie: op het traject NE werkt de storing vertragend, op EV ver-
snellend, in E is de sne¢lheid dus minder dan in V, Dit is een half-
maandelijks effect, verplanatsing tot ca, 39!

De_evectie is een periodieke verandering van de excentriciteit (0,04l -
0,0665. Tevens schommelt de apsidenlijn, evenwel zo dat hij gemiddeld
voorwaarts beweegt (in 9 jaar de nemel rond)., Het totale eéfcct ver-
plaatst de maan over max, ca. 115" met cen periode van 31.8; receds
bekend aan Hipparchus en Ptolemcus,

Tenslotte noemen we nog de regressie van de knopenlijn: de zon trekt de
maan naar net eclipticavliak, wat resulteert in een draaiing van de kno-
penlijn (vgl, de redenatic op bize Ve37 )e Dit kan ook beschreven worden
als een cirkelbeweging van PM om K (zie blze Ve 36), Dec periode is ge=-
middeld ongeveer 18,6 jaar,

Theorie van Brown

Alles 1s veel gecompliccerder, De invioed van de afplatting van de aarde
is al genoemd, daarbij komen nog de storingen door de planeten en de
wisselwerking der storingene.
Brown beschrijft de beweging van de mnan met periodieke termen.
Lengte: 155 termen hnebben celk een amplitudo > OV1;

500 termen kunnen samen nog ecen dergelijk bedrag uitmeken.
Breedte: nalf zoveel termen., Parallax: ca. 150 termen.,
Er blijven afwijkingen tot 10", die men verklaart met de onregeilmatige
rotatie van de aarde. idier zijn twee oorzaken voor aan te geven:
1o Plotselinge veranderingen door krimpen of uitzetten der aardkorst.
2, Vertraging door getijwrijving (speciaal in ondiepe zeecn).
Daarom invoering van de ephemcridetiijd (nfdst. I).
De belangrijkst termen ven de reeksontwikkeling voor de lengte

A=L + 377'sinl + 13'sin 21 + 76'sin (2D=1) + 40" 5in2D - 11'sinl' + ¢ » =

Om de uiteenzetting wat minder abstresct te maken zijn hierboven de

eerste van de ca., 650 termen voor de lengte gegeven (zie Russell-Dugan-
Stewart I, blz, 287), Hierin is L de middelbore lenste ven de maan, dat

is dus de hoekafstand tot het lentepunt onder aanname dat de mran met
eenparige snelheid de ecliptica doorloopt; 1 is de afstend voan de middel-
bare maan tot het middelbare perigeum; D zijn afstand tot de middelbare

zon; en 1' is de afstand van de middelbare zon tot 2zijn middelbare perigeum.
De termen in 1 en 21 worden de elliptische termen pgenoemd, zij hebben be-
trekking op de ongestoorde Keplerbeweming, De term in 2D-1 is de evectie,

de term in 2D is de yariatie en die in 1' is de jaarlijkse ongelijkh eids
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Het planetenstelsel als geheel

Qe astronomische eenheid

Zoals we reeds hebben gezien bij de benandeling van het werk van Keple»
is net in principe niet moeilijk een beeld te maken van het planetens
stelsel met de juiste verhoudingen van alle afstanden. Men hoeft dagp
nog slechts &&n afstand in kilometers te kennen om 3lle afstanden te
kennen., (Kan men de afstand van de maan hier ook voor gebruiken?) Dan
is de astronomische eenheid ook bekend.

a) Geometrische methoden

De eerste bepaling van de parallax van een planeet was die van Mars
door Cassini. In 1672 naderde Mars de aarde tot op 0,37 A.E,; de parale
lax werd bepaald door Parijse waarnemingen te vergelijken met die uit
Cayenne., Hij vond een waarde van 945 (moderne waarde 8Y794), Later is
men planetoiden die nog dichter bij de aarde komen gaan gebruiken om

de astronomishce eenheid te bepalen (Eros, Icarus),

b) Gravitationele methoden

Uit de storingen van de aarde op een planeet, kan men de verhoudin§
van de massa van de aarde tot die van de zon vinden MA/MZ (waarom?
We nadden de volgende formule (3e wet van Kepler):

e 4yt 3
2
2 Ly 3
of: T~ = a
GM, (M /M, + 1)

Hierin is a (de astronomische eenneid) de enige onbekende, die dan
ultgerekend kan worden,

¢) Metnhoden gebaseerd op de lichtsnelheid of de snelheid van de radioe
golveno

Men kan de aberratiecconstante bepalen of de baansnelheid van de aarde
uit Dopplereffecten bepalen., De nauwkeurigste bepaling is echter directe
bepaling van de afstand van Venus dem.v. radar.
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niet volsen uit de wetten van de hemelmechanica

a) The two solar families (Chamberlin)

Chamberlin merkte op dat hot zonnestelsel bestaat uit twee groepen
lichamen met zeer verscnillende eigenschappen, De eerste groep, bee
staande uit de planeten en hun satellicten, de planetoiden en de korte
periodieke kometen, is "straf" georganiseerd: de baanvlakken maken gee
ringe hoeken met elkaar, overal dezelfde rotatie~ en omloopszin, nae
genoeg cirkelvormige banen. De tweede groep bestaat uit de lang perio-
dieke kometen met Zeer lang gerekte banen en geen voorkeursrichtingen,
ook niet in de orientering van de baanvlakken .

b) De regel van Titius en Bode

Bode vestigde in 1772 de aandacht op een regel, die wel de "wet van
Bode" wordt genoemd, hoewel Titius nhem een paar jaar daarvoor ontdekt
schijnt te hebben. Met de regel kunnen we de afstanden van de planeten
tot de zon "berekenen'. Schrijf een reeks 4'en op. Tel bij de tweede

5 opy, bij de derde 2 x 3 = 6, bij de vierde U4 x 3 =12 enz.; verdube
bel dus iedere keer het getal dat bij 4 opgeteld moet worden,
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y Y by b by Yy 4

- 3 6 a2, 24 48 96
som 4 7 10 16 28 52 100
afstand 3,9 2 10,0 15,2 52,0 . 95,4
planeet M v A M J S

De getallen die men zo vindt zijn ongeveer gelijk aan de "gemiddelde"
afstanden (gemiddelde van grootste en kleinste afstand, dus a) van de
planeten tot de zon, waaorbij de afstand zon-aarde gelijk aan 10 is.
Toen de regel werd opgesteld waren de planeten voorbij Saturnus nog
niet ontdekt, Om overeenstemming tussen regel en de werkelijkheid te
krijgen moest men wel tussen Mars en Jupiter een plaats open laten, Nu
had Kepler reeds opgemerkt dat er tussen Mars en Jupiter een gaping
was; hij neeft zelfs gepoogd, maar tevergeefs, daar een verklaring

voor te vinden! Op grond van de wet van Bode ging men nu vermoeden dat
er zich tussen Mars en Jupiter een nog onontdekte planeet bevond. In
1781 ontdekte Herschel de planeet die wij nu Uranus noenden (Herschoel
doopte hem ter ere van de Engelse koning Georgium Sidus)., BEr waren

toen weer 7 planeten, nct als in de Oudheid toen men de zon en de maan
ook tot de planeten rekende, maar de aarde niet. Het vertrouwen in de
wet van Bode nam toe toen bleek dat Uranus'gemiddelde afstand tot de
zon 19,19 A.E, er goed aan voldeed. Men ging zelfs zoeken naar de onte
brekende planect. Hegel toonde in zijn dissertatie (1801) op filo=-
sofische gronden aan dat er slechts 7 plenecten konden zijn! Op 1 janue
ari 1801 (de eerste nacht van de 19¢ eecuw) werd door Piazzi (Palermo)
de onbekende planeet ontdekt (Ceres, naar de schutsgodin van Sicili8),
Piazzi nam hem enige weken nouwkeurig waar, werd toen zlek en voor hij
beter was, was de plancet verloren gegaan in de avondschemering, Na een
klein jaar werd hij hcrontdekt denk 2ij de berekeningen van Gauss (toen
2k jaar oud), die voor deze gelegenheid cen methode uitvond om uit 3
waargenomen posities van een planeet de baanelementen te berekenen.
Ceres voldeed ook goed aan de wet van Bode (a = 2,77 A,B,)

Voor Neptunus en Pluto gaat de "wot" niet op en cigelijk voor Mercurius
ook niet (waarom?). Toch is het bestaan van een zekere regelmaat one
loochenbaar,

¢) De Kirkwood gaps

Olbers ontdektc in 1802, toen nij Ceres zocht, Pallas. Harding vond
Juno in 1804, Olbers in 1807 Vosta ~ die soms met het blote 00g Waare
genomen kan worden. Allen bevinden ze zich op min of meer dezclfde
gemiddelde afstand tot de zon. Het zijn de planetoiden (Eng, asteroids).
In 1845 werd nr, 5 gevonden en vanaf 1847 is er ieder jaar minstens &8n
planetoide ontdekt; in cen bepaald jaar zelfs 380, Veel ontdekkingen
2zijn echter niet blijvend omdat men maar &8n of twee posities heeft kune
nen waarnemen, Van ca. 1600 zijn de baanelementen bekend. Baade en
Hubble hebben geschat dat men met de 100~inch=telescoop minstens 30 000
planetoiden zou kunnen waarneman.

De excentriciteiten en de baanhellingen zijn in vergelijking met die
van de planeten groot, De perioden lopen uitecen van 1,12 jaar (Icarus)
tot 13,7 jaar (Hidalgo). Een froquentieverdeling van de perioden vere
toont gapingen bij 3,97, 4,76 en 5,95 jaar, naar hun ontdekker "Kirke
wood's gaps'" genoemd., Dec geapingen bevinden zich bij precies 1/3, 2/5 en
%+ maal de periode van Jupiter en kunnen begrepen worden als een reso-
nanticeffect. Het vrecmde en onverklaarde is ecchter dat als a = 3,5 AE,
bij de commensurabele perioden zich juist concentraties bevinden,
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Zo zijn er bijv. 20 planetoiden met 3,88 < a < 3,99; dat komt overeen
met perioden ~ 2/3 x TJ s top® Ter vergelijking: er is maar &&n plane-
toide met een a tussen B?EE?en 3,88 AE,

d) Het impulsmoment ‘
Zoals we vroeger (nfdst. I) reeds hebben gezien is de totale massa van

het planetenstelsel slechts 1/743-ste zonsmassa; vrijwel alle massa
van het zonnestelsel zit dus in de zon zelf, Het vreemde is echter, dat
het impulsmoment voor 27/28-ste in de planeten zit en dus voor 1/28-ste
in zon, ' :

De hierboven behandelde regelmatigheden en bijzonderheden kunnen niet
Zo maar begrepen worden uit de wetiten van de hemelmechanica (misschien
de Kirkwood gaps en de concentraties); zij hangen samen m>t het ont-
staan en de evolutie van het zonnestelsel,

Mechanica van het zonnestelsel

Daar net zonnestelsel in zijn geheel een veellichamenprobleem vormt,
zljn er geen exacte analytische oplossingen voor de bewegingen van de
planeten te geven. Numerieke integraties, hoewel altijd uitvoerbaar,
hebben het bezwaar dat ze niet tot algemene formules leiden,

a) Oplossingen door achtercenvolgende benaderingen. In de meeste geval-
len doet zich in het zonnestelsel de gelukkige omstandigheid voor dat
de aantrekkingskracht van é&n lichaam domineert: bij de plancten die
van de zon, bij de maan die van de aarde en. Berekening van de gewonec
Keplerbeweging geeft dus een goede 1ste benadering, Zo vinden we onge-
veer julste posities van de planeten voor ieder willekeurig tijdstip

en desgewenst hun wederzijdsc aantrekkingskrachten. Ook kunnen we dan
berekenen hoe de bewegingen worden veranderd t.g.v. deze aantrekkings-
krachten., Zo komen we tot cen 2de benadering van de posities, die nauw-
keuriger zijn dan die van de 1ste benadering. %o kunnen we doorgaan,
Het proces convergeert snel., Voor de kleinerc planeten is de 2de be-
nadering al haast voldoende, terwijl de 3de zelfs voor Jupiter en Satur-~
nus bijna perfect is,

b) Storingen

De afwijkingen van de zuivere Keplerbeweging noemt men storingen (Eng,
perturbations). Zowel do baan zelf, als de plaats in de baan kan ge-
stoord worden,

Als de banen nagenoeg cirkelvormi zijn ( en dat is voor de planeten
en hun satellicten het geval) kan men analytische uitdrukkingen voor
deze storingen vinden dem., waarvan men hen voor ieder tijdstip kan
berekenen, Deze uitdrukkingen noemt men algemene storingen. 2ij hebben
de vorm van oneindige reeksen en om nauwkeurige resultaten te krijgen
moet men veel termen mcenemen (vgl, V. 38). De berekening van deze
storingen is zeer ingewikkeld. BiJ zeer excentrische banen (kometen)
moeten de storingen door numerieke integraties berekend worden voor
het tijdinterval waarin men gelnteresseerd 1s., Dit zijn de speciale

storingen.,

¢) Storingen van de planeten (algemene storingen).

De feitelijke bewegingen van planeten kunnen beschreven worden als volgt:
1. De baanelementen veranderen geleidelijk, evenwel zo langzaam,
dat zij gedurende een omloop als constant beschouwd kunnen
worden, Men nocmt dit de seculaire storingen; zij hangen af van
de onderlinge liggingen van de planetenbanen, dus van de baane

elementen van de andere planeten.

2o De beweging in de baan verloopt niect precies als een Keplerbe-
weging; hij kan v66r of achter lopen, dichter bij of verder van
de zon staan en tenslotte kan hij zelfs een beetje bulten net
baanviak terecht komen, Dit ziJn de periodickc storingen,
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die afhangen van de posities van de andere planeten in hun baan,
4ij kunnen worden geschreven als een som van periodieke termen -
de meesten met een korte periode.

d) Hoe groot zijn de periodieke storingen?
De maximale periodieke storingen in de heliocentrische lengten 2zijn
als volgt:

Mercurius - 15"
Venus - 30"
Aarde - 1!
Mars - 2!
Jupiter - 30!
Saturnus - 70!
Uranus - 60!
Neptunus - 35'

I.n.a, nebben de grootste termen ook de grootste perioden - 913 jaar
in het geval van Jupiter en Saturnus.

De grootte van de periodicke storingen is evenredig met de massa van
de storende planeet en deze kan uit de waargenomen storingen worden
afgeleid (vlg. blz. V.39), Men vindt dan de totale massa van de pla-
neet en zijn satellieten, wat alleen in het geval aardec-maan een be-
langrijk verschil is met de massa van de planeet alleen,

e) Seculaire storingen,

De seculaire storingen (Lat. saecularis = (o.a.,) zich over een lange
recks van jaren uitstrekkend) veranderen "met de ceuw'", maar zijn in
feite ook periodiek. De perioden lopen uiteen van 50 000 tot 2 mil-
joen jaar, Laplace en Lagrange hcbben aangetoond dat deze veranderingen
het algemene bouwplan van het zonnestelsel niet doen veranderen.,

a en T: seculair constant

e: schommelt, nooit groot (banen altijd bijna cirkelvormig)

w: schommelt, maar wordt gemiddeld groter (draaiing van de apsidenlijn)
0 schommelt, maar vordt gemiddeld kleiner (regressie van de Epoggn-

i schommelt, nooit groot ol

Een gevolg van de storingen is dat de 3de wet van Kepler niet precies
geldt, zelfs niet als men rekening houdt met de massa van de plancet
zelf., Meer naar de zon toe golegen planeten doen n,l, de centrale aan-
trekking toenemen, terwijl planeten buiten de baan van de gegeven plae
nect de centrale aantrekking verminderen. %0 is de omloopstijd van Ju-
piter 1% uur langer en die van Satupnus ca. 1 week korter dan zij zouden
zijn els de andere ploneten hierop geen invioed zouden hebben,

f) IJstijden
Milankovitsj berekende, rekening houdende met de seculaire verandering
van de baanelementen van de aarde en met die van ¢ (de helling van de
ecliptica), voor verschillende breedten op aarde de hoeveelheid inva'te
lende zonnestraling. Daze hangt of van e, € en W, Op deze wijze meende
hij de jjstijden te kunnen verklaren, Een bevestiging hiervan is vere
kregen door het werk van Emiliani, die er in geslaggd is de temperatuur
- van het zeewater te bepalen voor qg lqgtste 300 000 jaar, Deze tempera-
tuur bepaalt n.l, de verhouding 0 /0 in de kalkskelectjes van forami-
niferen. Door nu deze isotopenverhouding te bepalen voor verschillende
lagen diepzeeslik kon hij de temperaturcn van het zeewater in het ver-
leden vinden., Volgens de theorie van Milankovitsj kan men over 20 & 30
duizend jaar een nicuwe ijstijd verwacnten (zie EePods van den Heuvel,
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Hemel en Dampkring 63, 60, 96 en 168 (1965))

g) Stabiliteit van het zonnestelsel

Volgens Laplace en Lagrange is het zonnestelscl dus stabiel, Afgezien
van de planetoiden zullen er geen planeten in hyperbolische banen
tereent komen en het zonnestelscl verlatcn, of op de zon storten, of
met elkaar in botsing komen, Laplace en Lagrange nebben evenwel de ONe=
eindige reeksen ergens moeten afbreken en volgens Brown

hoeven de conclusies die juist zijn voor miljoecnen omlopen dat niet

te zijn voor nonderden miljoenen omlopen, De stabiliteit van het zonne-
stelsel is dus wiskundig nict bewezen, Gezien de ouderdom van het leven
op aarde (blz. I. 5) en de gevoeligheid van het leven voor temperatuur~
wisselingen en dus voor veranderingen van de baanelementen van de aarde
1ijkt het echter dat die stabiliteit wel verzekerd is geweest over een
kleine miljard jaar, '

h) Plan invariable,

De 10 bewegingsintegralen (blze V,10 en 11) bestaan voor het zonnestelsel
in zijn geheel, tenminste als er geen uitwendige krachten op werken,
Deze uitwendige krachten zouden van de vaste sterren mocten komen., Nu
vormen volgens Oort de langperiodicke komcten ecn enorme wolk om het
centrale zonnestelsel, die zich uitstrekt tot op cen afstand van ruim
100 000 A.E, en dus tot halverwege de meest nabije sterrcn, Dan kunnen
dus de aantrekkingskrachten van die sterren van dezelfde grootteworde
worden als die van de¢ zon en de beweging van dic kometen beinvloeden,
Komen dergelijke kometen dan in het centrale zonnestelsel, dan zouden
zij d44r weer invloed op kunncn hebben., Deze laatste mogelijkneid is
echter theoretisch - men heeft nog nooit waargencmen dat cen komeet een
ander hemellichaam in zijn beweging beinvioedde, Hieruit neeft men ge=
concludece dat de massa's van de komcten heel klein zijn., Oort schat
dat er 10" ' kometen in de wolk zijn met ecn totale massa van 0,01 & 041
aardmassa,

I.hobe kan men dus nect totale impulsmoment van het centrale zonne-
stelsel (straal bijv, 100 A.E.) als constant beschouwen, Het vlak lood-
recht op de impulsmomentvector is net cigenlijke fundamentele vliak van
het zonnestelsel, Dit "plan invariable" maakt cen hock van ca., 14° pet hot
eclipticavlak en de klimmende knoop ervan hceft een lengte van 107°,
Het ligt tussen de baanviakken van Jupiter en Saturnus, wat niet ver-
wonderlijk is, want dit 2ijn de zwaarste plancten.
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